11

SLOVENSKA POLNOHOSPODARSKA UNIVERZITA V NITRE

FAKULTA EKONOMIKY KATEDRA STATISTIKY
A MANAZMENTU A OPERACNEHO VYSKUMU

Doc. RNDR. MAGDALENAS IMK OV A, CSc.

OPTIMALNE PROGRAMOVANIE

(PRVE VYDANIE)

2001
VYDALA SLOVENSKA POCNOHOSPODARSKA UNIVERZITA V NITRE
VO VYDAVATELSKOM A EDICNOM STREDISKU SPU



12

2 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Linedrne programovanie (d’alej LP) je najrozpracovanejSou disciplinou matematického
programovania. Zdklady LP vznikli nezavisle na sebe na viacerych miestach a v rozlicnom
Case. V roku 1939 publikoval rusky matematik L. V. Kantorovic, nositel’ Nobelovej ceny
za ekonomiu (1975), pracu “Matematické metody pri riadeni a planovani podniku”, v ktorej
ciastocne formuloval problematiku ako tilohu LP. V roku 1941 vysla praca Anglicana
F. Hitchcocka o dopravnej ulohe ako Speciilnom pripade LP. Uvedenému problému sa
nezavisle venoval Americ¢an T. C. Koopmans, nositel’ Nobelovej ceny za ekonomiu (1975),
ktory prdacu publikoval v roku 1945. Na teoretickom rozvoji LP md najvicSiu zasluhu
G. B. Dantzig, ktory v roku 1947 publikoval algoritmus simplexovej metody. V suvislosti
s rogzvojom LP je potrebné z vel’kého poctu vedcov eSte spomenut’ R. W. Fogela
a D. C. Northa, nositel’ov Nobelovej ceny za ekonomiu (1993), L. Hurwicza, C. Lemkeho,
P. Wolfeho, A. Charnesa, ale i mnohych d’al’sich.

V tejto kapitole venujeme pozornost’ formuldcii ekonomicko-matematického modelu LP
ako i teoretickym principom, na ktorych su zaloZené metody rieSenia uloh LP. Kapitola
obsahuje vieobecnii metédu rieSenia iiloh LP - simplexovii metédu. Dalej sa tu venujeme
problematike duality v LP. Obsahom kapitoly je tieZ interpretdcia vysledkov ziskanych
rieSenim uloh LP vrdtane analyzy senzitivnosti.

2.1 Formulacia niektorych typickych tuloh linearneho programovania

Ako tulohy LP mozno riesit velmi Siroktl paletu rozlicnych rozhodovacich situacii
tykajucich sa optimalneho vyuzitia surovin, materialu, ploch, c¢asového fondu strojov
a zariadeni, po¢tu pracovnikov, investi¢énych a finanénych problémov a podobne. Diskusiu
o ulohach LP za¢neme matematickou formulaciou niektorych typickych tuloh, ktoré mozno
riesit’ ako ulohy LP. Ako tlohy LP vSak mozno formulovat’ i mnohé d’alSie problémy, ktoré su z
tematického hladiska zaradené do inych disciplin metéd opera¢ného vyskumu. Niektoré
uvadzame v Castiach 3, 5 a 6.

1. Aloka¢né problémy

Ide tu o vel'ka skupinu tloh zameranych na hl'adanie najefektivnejsieho vyuzitia (alokacie)
vyrobnych zdrojov, resp. optimalnej vyrobnej Struktury vyrobnych subjektov, ktoré patria
ku klasickym tlohdm ekonomického rozhodovania.

Priklad 2.1.

Uvazujme zjednoduseny rozhodovaci vyrobno-ekonomicky problém, v ramci ktorého
vyrobna jednotka uvazuje s moznost'ou vyroby Styroch druhov vyrobkov Vi, V,, V3, V4 a pri ich
vyrobe pouziva dve rozdielne suroviny S;, S,. Spotreba surovin na jednu jednotku vyrobku,
disponibilné mnozstva surovin v planovacom obdobi, ako i realizatné ceny jednotky vyrobkov
st uvedené v tabulke 2.1. Ulohou je navrhnif taka kombiniciu vyroby, ktora na baze
disponibilnych zdrojov zabezpeci maximalny objem produkcie v realiza¢nych cenach.

Riesenie:

Stanovit’ pre planovacie obdobie vyrobny program, pri ktorom vyrobna jednotka dosiahne
maximalnu uhrnn hodnotu vyrobenej produkcie, vyzaduje definovat’ ako premenné veli¢iny
mnozstva jednotlivych vyrobkov. Ozna¢me tieto mnozstva nasledovnymi premennymi:

xj = pocet jednotiek vyrobku V;, priCom j =1, 2, 3, 4.

Je zrejmé, Ze vyrobny subjekt nemodze vyrabat zaporné mnozstva vyrobkov. Uvedent
poziadavku vyjadrime tzv. podmienkami nezapornosti premennych, t.j. x; > 0,j =1, 2, 3, 4.
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Vstupné udaje prikladu 2.1 Tabulka 2.1

Vyrobok v, | V, | V, | V, Disponibilné

Surovina Spotreba suroviny na jednotku vyrobku mnozstvo surovin
S 2 3 6 5 300
S, 4 8 2 7 200

Realizana cena

jednotky 20 30 15 10

vyrobku

Za ucelom dosiahnutia ¢o najvacsieho objemu produkcie musi vyrobna jednotka ¢o najviac
vyrabat. Vyroba jednotky jednotlivych vyrobkov spotrebuje ur¢ité mnozstvo surovin, ktorych
vsak je k dispozicii iba obmedzené mnozstvo. Vztahy medzi potrebou jednotlivych surovin a
ich disponibilnym mnozstvom vyjadrime nasledovnymi nerovnicami:

Surovina S; : 2x; + 3%, + 6x3 + 5x4 < 300
Surovina S, : 4x; + 8%, + 2x3 + 7x4 £ 200

Lavé strany uvedenych nerovnic vyjadruju potrebu jednotlivych surovin na vyrobu
vyrobkov v mnozstvach x;, X,, X3 a x4 jednotiek, pravé strany nerovnic obsahuju disponibilné
mnozstva surovin na celé planovacie obdobie, ktoré nemozu byt precerpané.

Vyrobny subjekt moze svoj vyrobny program kombinovat’ vyrobou rozlicnych mnozstiev
jednotlivych vyrobkov. Poziadavku, aby vyrobou dosiahol maximalny objem produkcie
v realiza¢nych cenach vyjadrime matematicky vzt'ahom:

f= 20X1 + 3OX2 + 15X3 + 10X4,

kde vyraz na pravej strane funkcie f vyjadruje celkovu hodnotu objemu produkcie
v realizacnych cenach.

Vyrobny program volime taky, aby funkcia f dosiahla maximum na mnoZine rieSeni
uvedenych nerovnic pri reSpektovani podmienok nezapornosti premennych.

Priklad 2.2.

Farmar sa rozhoduje, v akom pomere rozdeli 7 ha ornej pddy medzi pSenicu a kukuricu
na zrmo. Oc¢akavana uroda pSenice je 5500 kg na hektar, kukurice 6100 kg na hektar.
K dispozicii na celkové naklady ma 130000 Sk, pricom na hektar pSenice uvazuje s nakladmi
9700 Sk a na hektar kukurice s 13040 Sk. Farmar mé uzavreti hospodarsku zmluvu
na minimalne 40000 kg zrnin. O¢akavana cena za 1000 kg pSenice ¢ini 3875 Sk, kukurice 4165
Sk. Ulohou je navrhnut’ rozdelenie ornej pddy medzi pSenicu a kukuricu na zrno tak, aby bola
dosiahnuta maximalna trhova produkcia.

Riesenie:

Vysledkom rozhodnutia farmara je stanovenie velkosti ploch pre uvazované plodiny.
Pretoze uvedené plochy st nezname, definujeme ich ako premenné veli¢iny nasledovnym
sposobom:

x| vymera ornej pody pre pestovanie pSenice v ha

X,. vymera ornej pody pre pestovanie kukurice v ha

Je zrejmé, Ze velkost ploch nemdze byt zaporna, &ize nezname veliiny musia spinat
podmienky nezapornosti

X1 >0, x,>0.
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Podmienky, ktoré musia uvedené nezname veli¢iny spliat, sformulujeme nasledovnym
sposobom:

1. Vymera ornej pody, ktoru treba celu rozdelit’ je 7 ha, ¢ize musi platit’ rovnica
X1 + Xy = 7.

2. ZabezpeCenie uzavretej hospodarskej zmluvy na minimalne 40000 kg zrnin vyjadrime
nerovnicou typu >, v ktorej 'ava strana vyjadruje oCakavant produkciu zrnin a prava strana
minimalne pozadované mnozstvo. Obidve strany nerovnice st vyjadrené v 1000 kg.

5,5x; + 6,1x, > 40.

3. Neprekrocenie hodnoty urcenej na celkové naklady vyjadrime nerovnicou typu <, v ktorej
lava strana vyjadruje o¢akavané naklady na uvazované plodiny a prava strana disponibilné
prostriedky v hodnote 130000 Sk, ktora nemoze byt prekrocena. Podmienka je vyjadrena
v 1000 Sk.

9,7x; + 13,04x, < 130.

Cielom rieSenia uvedenych podmienok je navrhnut také rozdelenie ornej pody medzi
pSenicu a kukuricu na zrno, aby sa dosiahla maximalna trhova produkcia. Tento ciel’ vyjadrime
matematicky nasledovnou funkciou:

f=3,875.5,5x; +4,165.6,1x, = 21,3125x, + 25,4065x,,
kde vyraz na pravej strane funkcie f vyjadruje hodnotu trhovej produkcie vyjadrenti v 1000 Sk.

Vyrobny program volime taky, aby funkcia f dosiahla maximum na mnozine rieSeni
uvedenych nerovnic pri reSpektovani podmienok nezdpornosti premennych.

2. Zmiesavacie problémy

Ide o tzv. nutricné (vyzivové) problémy, v ktorych sa stanovuje najlacnej$ia kombinacia
potravin (krmiv) tak, aby v uhrne obsahovala vsetky biologicky ucinné zlozky v pozadovanom
mnozstve. ZmieSavacie problémy sa tiez nazyvaju problémy najlacnejSich diét.

Priklad 2.3.

Kifmna zmes musi obsahovat maximalne 24,5 jednotiek zlozky L;, aspon 38 jednotiek
zlozky L, a aspon 43 jednotiek zlozky L;. Zmes mozno vyrobit’ zo Styroch druhov krmiv K, K,
Kj, K4. Obsah zloziek v krmivach a naklady na jednotku krmiv (ceny) st uvedené v tabulke 2.2.
Ulohou je ur¢it mnozstva krmiv K, K,, Kj, K4, zmieSanim ktorych ziskame kfmnu zmes

cvwe

Vstupné udaje pre priklad 2.3 Tabulka 2.2
Krmiva K, K, | K, | K,

Zlozky Obsah zloziek v krmivach

L, 4 3 6 5

L, 6 5 8 7

L, 3 7 9 7
Naklady na
jednotku krmiva 15 18 24 26
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Riesenie:

Definujeme pozadované mnozstvda krmiv v kifmnej zmesi ako nezname veliCiny
xj,j =1, 2,3, 4, kde x; je poZadované mnozstvo suroviny K;. Je zrejmé, Ze uvedené nezname
veli¢iny musia spifiat’ podmienky nezapornosti, ¢ize x;>0,j =1, 2, 3, 4.

Poziadavku na zabezpecenie pozadovaného mnozstva jednotlivych zloziek v kimnej zmesi
vyjadrime matematicky nasledovnymi nerovnicami:

ZloZzka L;: 4x; + 3x, + 6x3 +5x4 < 24,5
Zlozka L,: 6x; + 5x, + 8x3 +7x4 > 38
Zlozka Ls: 3x; + 7x5 + 9x3 +7x4 > 43.

Lavé strany nerovnic vyjadruju celkové mnozstvo jednotlivych zloziek v krmovinovej
zmesi, ktoré sa ziskaji z mnozstiev X;, X», X3 a X4 jednotlivych surovin, pravé strany vyjadruji
maximalne (zlozka L), pripadne minimalne (zlozkyL,, L;) pozadované hodnoty jednotlivych
zloziek v kfmnej zmesi.

Ciel'om riesenia uvedenych podmienok je navrhnit’ zlozenie kimnej zmesi s minimalnymi
nakladmi. Tento ciel’ vyjadrime matematicky nasledovnou funkciou:

f=15x; + 18x, + 24x3 + 26Xy,

kde vyraz na pravej strane funkcie f vyjadruje thrnné naklady na kfmnu zmes. Mnozstva krmiv
volime tak, aby funkcia f dosiahla minimum na mnoZine rieSeni uvedenych nerovnic
pri reSpektovani podmienok nezapornosti premennych.

3. Rezny problém

Priklad 2.4.

Podnik potrebuje zabezpegit’ pre svoju vyrobu tri druhy kovovych tyéi T, o dizke 90 cm, T,
o dizke 70 cm a Ts o dizke 50 cm v mnoZstvach 600 kusov ty&i Ti, 500 kusov ty&i T, a 1200
kusov ty¢i Ts. K dispozicii su iba tyée o §tandardnej dizke 190 cm, ktoré treba rezat, pric¢om
pripustné su iba také spdsoby rezania ty¢i, pri ktorych odpad nie je vacsi ako 40 cm. Ulohou je
navrhntt taky rozvrh rezania ty¢i, aby potreba Standardnych ty¢i bola minimalna.

Riesenie:
Najskor preskimame, akymi spdsobmi moZno rezat' ty¢ §tandardnej dizky, aby odpad
nebol vacsi ako 40 cm. Varianty rezania st uvedené v tabul’ke 2.3.

Sposoby rezania ty&e o §tandardnej dizke Tabulka 2.3
Druhy Varianty rezania ty¢e o §tandardnej dizke
ty&i Sl SZ S3 S4 S5 S()
T, (90cm) 2 0 1 0 1 0
T, (70cm) 0 2 0 0 1 1
T5 (50cm) 0 1 2 3 0 2
Odpad 10 0 0 40 30 20

Ozna¢me ako premenné x; pocet ty¢i o Standardnej dizke 190 cm, ktoré treba rezat j-tym
sposobom, j = 1, 2, ...6. Pocet ty¢i nemoze byt’ zaporny, Cize premenné musia spliat’ podmienky
nezapornosti, t. j. x; > 0,j =1, 2, ...6.
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Poziadavky narezat’ prave pozadovany pocet ty¢i T;, T,, T3 vyjadrime matematicky
nasledovnymi rovnicami:

Narezat’ ty¢e T;: 2x; + 0xp + 1x3 + 0x4 + 1x5 + 0x6 = 600
Narezat’ ty¢e T,: 0x; + 2x; + 0x3 + 0x4 + 1x5 +1x%6 = 500
Narezat’ tyCe Tj: 0x; + 1x, + 2x3 + 3x4 + 0x5 +2x6 = 1200

Cielom rieSenia je minimalizovat’ spotrebu ty&i o $tandardnej dizke, ¢o matematicky
vyjadrime funkciou

f:X1+X2+X3+X4+X5+X6,

kde nezname volime tak, aby funkcia f dosiahla minimum na mnozine rieseni uvedenych rovnic
pri reSpektovani podmienok nezapornosti premennych. V pripade, Ze uvedena sustava rovnic
nema rieSenie, nahradime symboly rovnosti nerovnostami typu >.

4. Personalny problém
Priklad 2.5.

Firma s nepretrzitou prevadzkou potrebuje v priebehu tyzdia v jednotlivych diioch
nasledovny pocet zamestnancov:

1.Pondelok 17
2.Utorok 14
3.Streda 15
4.Stvrtok 19
5.Piatok 14
6.Sobota 16
7 Nedel'a 11

Podl'a dohody s odbormi, ak zamestnanec pracuje suvisle pat’ dni, potom mé narok na dva
dni vol'na. Rieste dany problém tak, aby pocet zamestnancov na plny Gvézok bol minimalny.

Riesenie:

Ako nezndme veli¢iny definujeme pocet zamestnancov v jednotlivych dioch, Cize x;,
j=1,2,..7 predstavuje pocet zamestnancov zaradenych do prace v j-tom dni v tyzdni. Je
zrejmé, ze uvedené nezndme veliCiny musia spliiat’ podmienky nezépornosti, t. j. . X; = 0,
j=12,..7.

Dohodu s odbormi vyjadrime nasledovnymi rovnicami, ktorymi zabezpecime pozadovany
pocet pracovnikov na vSetky dni v tyzdni, t. j.

1.Pondelok X +X4 +X5 +Xg +Xx7 =17
2.Utorok X4 +X, +X5 +X¢ +X7 =14
3.Streda X +X5 +X3 +X6 +Xx7 =15
4. Stvrtok X +X5 +X3 +X4 +X7 =19
5.Piatok X, +X5 +X3 +X4 +X5 =14
6.Sobota +X5 +X3 +X4 +X5 +X6 =16
7 Nedel'a +X3 +Xy4 +X5 +X¢ +X5 =11

Ciel rieSenia, ktorym je minimalizacia poctu zamestnancov na plny Gvézok, matematicky
vyjadrime funkciou

f=x1+X+X3+ x4+ X5+ X¢ + X7,

kde nezname volime tak, aby funkcia f dosiahla minimum na mnozine rieSeni uvedenych rovnic
pri reSpektovani podmienok nezapornosti premennych. Analogicky ako v predchadzajucom
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priklade, v pripade, ze uvedena sustava rovnic nema rieSenie, nahradime symboly rovnosti
nerovnostami typu >. Vzhl'adom k charakteru tlohy je akceptovatel'né iba celociselné rieSenie.

5. Dopravna tdloha

Dopravna tloha je $pecialnym problémom tzv. distribuénych tuloh, ktoré tvoria vel'mi
rozsiahly komplex problémov, tykajicich sa racionalizacie dopravy. Dopravnej tlohe vzhl'adom
na jej dolezitost’ v praxi a Specidlne postavenie v rdmci uloh LP, budeme venovat osobitnil
pozornost’ v samostatnej kapitole (vid’ kapitola 3).

Priklad 2.6.

Velkoobchodna firma zasobuje zo svojich dvoch skladov pét’ predajni. Informacie tykajtice
sa vzdialenosti velkoskladov od predajni, skladovacich kapacit velkoskladov ako i
poziadavkach predajni na tovar obsahuje tabulka 2.4. Ulohou je formulovat’ problém tak, aby
jeho rieSenie predstavovalo plan prepravy tovaru z velkoskladov do predajni pri minimalnych
celkovych tonkilometroch.

Vstupné udaje prikladu 2.6 Tabulka 2.4
Predajne | Predajna | Predajna | Predajia | Predajna | Predajia | Kapacity skladov
Sklady 1 2 3 4 5 (1000 kg)
Velkosklad 18 16 21 9 14 500
Sy
Velkosklad 29 17 25 7 10 850
Sy
Poziadavky Spolu
predajni 300 250 200 400 200 1350
(1000 kg)
Riesenie:

Pretoze je potrebné rozhodnut, aké mnozstvo tovaru treba odviezt z jednotlivych
vel'koskladov do kazdej predajne, oznacime tieto mnozstva premennymi

Xj j = mnozstvo tovaru z i- teho velkoskladu zavezené do j—tej predajne, pricom i = 1,2
aj=1,2,3,4,5.
Je zrejmé, 7e uvedené premenné musia spiiiat’ podmienky nezapornosti, t. j. x; i=0.
Mnozstvo tovaru, ktoré je k dispozicii v obidvoch velkoskladoch, t.j. 1350 ton sa rovna
celkovému mnozstvu, ktoré je potrebné do predajni rozvozit. Potom tlohu sformulujeme tak,
aby bolo zabezpecené, ze

1. z kazdého velkoskladu do predajni bude rozvezené celkové mnozstvo, ktoré je
v jednotlivych velkoskladoch k dispozicii:

Xi1t X2t X3+t Xiat+ X5 =500
X21+X22+X23+X24+X2_5 =850

2. saz prisluSnych velkoskladov zavezie do predajni prave pozadované mnozstvo tovaru:

X11 + X721 =300
Xia+ X329 =250

X3+ X23 =200

X14+ X214 =400

X15+ X235 =200
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Cielom rieSenia problému je stanovit taky plan prepravy tovaru z velkoskladov
do predajni, aby celkové tonkilometre suvisiace s rozvozom boli minimalne. Za tym tcelom
sformulujeme matematicky uvedené celkové naklady nasledovnou funkciou:

f= 18X11 + 16X12 +21X13 +9 X14 + 14X15 +29X21 +17X22 + 25X23 + 7X24 + 10X25.

Plan rozvozu volime taky, pri ktorom funkcia f dosiahne minimum na mnoZzine rieSeni
uvedenych rovnic pri reSpektovani podmienok nezapornosti premennych.

6. Prirad’ovaci problém

Rovnako ako dopravna uloha i priradovaci problém patri medzi tzv. distribucné ulohy
a formuluje sa ako Specialny pripad dopravnej ulohy. Vyznacuje sa tym, ze premenné veliCiny
moZu nadobudat’ iba hodnoty 0 alebo 1. Na rieSenie prirad’ovacieho problému existuji Specialne
algoritmy.

Priklad 2.7.

Tri $pecializované stroje umiestnené na troch rdznych lokalitach sa po skonceni prace maju
presuntt’ na iné tri lokality. Vzdialenosti medzi poévodnymi a novymi lokalitami su uvedené
v tabulke 2.5. Ulohou je navrhnut taky presun strojov na nové lokality, ktory sa uskutoéni
pri minimalnych celkovych kilometroch.

Vstupné udaje pre priklad 2.7 Tabulka 2.5
Nové lokality NL; NL, NL;
Povodné lokality
PL, 18 20 9
PL, 17 22 15
PL; 20 15 25
Riesenie:

Nezname veliCiny X € 4 0,1 F, i=1,2,3;j=1,2,3 vyjadruju, ak:

- Xjj= 1 presun strojov medzi pévodnymi a novymi lokalitami sa realizuje
- Xjj = 0 presun strojov medzi pévodnymi a novymi lokalitami sa nerealizuje.

Ulohu sformulujeme ako dopravnu ulohu, iba na pravé strany riadkovych a stipcovych
rovnic dame hodnoty 1. Potom

X1+t X2t X3 =1
X211t X220t X3 =
X31+X32+X33 :1
X+ X1t X3 =
X12+ X22+ X392 :1
X13+ X23+ X33 :1

Ciel'om rieSenia problému je stanovit’ taky plan presunu strojov z pdvodnych na nové
lokality, aby celkové kilometre suvisiace s presunom boli minimalne. Za tym ucelom
sformulujeme matematicky uvedené celkové kilometre nasledovnou funkciou:

f= 18X11 + 20X1 2 + 9X1 3 +17 X721 + 22X22 +15X23 +20X31 + 15X32 +25X3 3.



19

Plan presunu volime taky, pri ktorom funkcia f dosiahne minimum na mnoZine rieSeni
uvedenych rovnic pri reSpektovani podmienok stanovenych pre nezname veli¢iny.

2.2 Ekonomicko-matematicky model ulohy linearneho programovania

Z matematickej formulacie typickych uloh, ktoré mozno riesit ako ulohy LP je zrejmé, ze
ak chceme nejaky problém matematicky vyjadrit ako ulohu LP, musime v prvom rade
definovat’ odpovedajuce nezname veli¢iny, ktorych hodnoty chceme uréit. Dalej je potrebné
poznat’ moznosti, ktoré mame, resp. obmedzenia, podmienky alebo ohranicenia, ktoré sa musia
pri realizacii ciel'a reSpektovat. Vyjadrujeme ich ststavou linearnych rovnic alebo nerovnic
typu “ <7, prip. “ = 7. Ide o sustavu tzv. obmedzujicich podmienok. Sucastou obmedzujicich
podmienok st i podmienky nezépornosti premennych.

Ulohou je néjst’ také rieenie, ktoré je najlepsie z hl'adiska ciela, ktory riesenim problému
sledujeme. Uvedeny ciel' vyjadrujeme matematickou funkciou, ktora ma bud charakter
maximalizacie alebo minimalizicie. Nazveme ju ucelovou (kriteridlnou) funkciou. Extrém
ucelovej funkcie hl'addme na oblasti, ktort vymedzuji obmedzujice podmienky. Ide tu teda
o0 viazany globalny extrém.

Takto formulovana uloha predstavuje ekonomicko-matematicky model prislusnej ulohy.

Ekonomicko-matematické modely uloh LP st linearne, deterministické a statické. To
znamena, ze vSetky matematické vztahy v modeli su linedarne funkcie (linearne rovnice alebo
nerovnice), vstupné a vystupné udaje su konstanty, model je formulovany pre jedno konkrétne
obdobie a jeho vysledky nezohladniuji zmeny v Case.

2.2.1 Vseobecny tvar ekonomicko-matematického modelu ilohy LP

Vseobecny tvar ekonomicko-matematického modelu ulohy LP definujme nasledovnym
spOsobom:

Ucelova funkcia:
f=CIX1 +C X +..+c X — maximum (minimum) (2.1)
n n

Obmedzujice podmienky:
a X +a X +..+a X (£,2,=)b
11 1 122 In n 1

a_x +a_Xx_ +..+a_x (£2,=)b
21 1 22 2 2n n 2

(2.2)
a_ X +a X +..+a_ X (£,2,=2) bm
Podmienky nezapornosti:
X, >20,j=12,.n (2.3)

kde pouzité symboly maju nasledovny vyznam:
X ,j=1,2,...n st nezname, tzv. Struktirne premenné, ktorych hodnoty chceme vypocitat
j
C. j=1,2,...n st ocenenia (ohodnotenia) neznamych veli¢in
a,i=12.m;j= 12..n su Struktirne koeficienty vyjadrené na jednu jednotku

Struktarnej premenne;j
bi ,1=1,2,...m st hodnoty poziadaviek alebo zdrojov.

Jednotlivé ¢asti modelu vyjadruja:
= Funkcia f (vztah (2.1)) je ucelova (kriteridlna) funkcia, ktord vyjadruje ciel’, ktory sa
rieSenim ulohy sleduje.
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= Ststava rovnic a nerovnic (vztahy (2.2)) predstavuje m obmedzujucich podmienok,
ktoré treba pri hladani ciela ulohy reSpektovat. Maju bud’ charakter zdrojov
(podmienky typu <), kde hodnoty b; vyjadruju ich horné hranice, ktoré nemézu byt
prekro¢ené, bud’ charakter poziadaviek (podmienky typu >), kde hodnoty b; vyjadruja
ich dolné hranice, ktoré musia byt splnené aspoii na dolnej hranici alebo ide
o direktivne podmienky ( podmienky typu =), kde b; vyjadruji hodnoty, ktoré musia byt
presne splnené. Vzhl'adom na svoj charakter sa tiez nazyvaju vlastné alebo zakladné
obmedzujuce podmienky.

= Vztah (2.3) vyjadruje podmienky nezapornosti Struktirnych premennych.

Vseobecny EMM tlohy LP mozno tiez vyjadrit’ v nasledovnych matematickych tvaroch:
- v sumacnom tvare:

Ucelova funkcia:

f= z cX, = maximum (minimum) 2.4
i1
Obmedzujice podmienky:

n
ZaUXJ(S’Z7 :) bi > 1 = 1727"'m
j=1

(2.5)

Podmienky nezapornosti:

x >20,j=12,.n (2.6)
]

- v maticovom tvare:

Ucelova funkcia:

f =¢"X — maximum (minimum) 2.7)
Obmedzujice podmienky:
AX(£,2,=)b (2.8)
Podmienky nezapornosti:
x>0 2.9
kde

Xy apapcrayy 1

X - a8, +a,, —
X=| 2 ,cTz(cl,c,..cn),A— S T P

Xn amla'm2 : amn b

- vo vektorovom tvare:

Ucelova funkcia:

f =¢"X — maximum (minimum) (2.10)
Obmedzujice podmienky:
51x1+§2x2+--~+ﬁnxn(é,2,=)b (2.11)

Podmienky nezapornosti: X > 0 (2.12)
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1j
kde a =| : "1, =1, 2, ..n st vektory koeficientov pri jednotlivych premennych x;.

a

mj
2.2.2 Standardny a kanonicky tvar ekonomicko-matematického modelu tilohy LP

Z hl'adiska rieSenia tillohy LP je vhodné upravit’ prislusny EMM na Standardny a kanonicky
tvar.
Uloha LP je v §tandardnom tvare, ak vietky jej vlastné obmedzujiice podmienky su
rovnice.
EMM ulohy LP vyjadreny v Standardnom tvare zapiSeme vSeobecne nasledovnym
sposobom:

Ugelova funkcia:
f =C¢ X +C X +..+C X —> maximum (minimum) (2.13)
n n
Obmedzujtice podmienky:
a X +a _X_+..+a X =b
11 1 12 2 In n 1
a_ X +a_X +..+a_Xx =b
21 1 22 2 2n n

2 (2.14)
a X +a X +..a X =Db
ml 1 m2 2 mn n m
Podmienky nezapornosti:
X, >20,j=12,.n (2.15)

Transformacia vSeobecnej ulohy LP na ulohu v Standardnom tvare sa uskuto¢nuje
pomocou tzv. doplnkovych premennych, ktorymi sa transformuju obmedzujuce podmienky
v tvare nerovnic na podmienky v tvare rovnic rozSirenim lavej strany prislusnej nerovnice
o doplnkovl premennu tak, Ze

a) doplnkova premenna je na 'avej strane nerovnice typu < pripoc¢itana,
b) doplnkova premenna je na l'avej strane nerovnice typu > odpocitana.

Doplnkova premenna je nezaporna premennd, ktorej davame do ucelovej funkcie zvycajne
nulové ocenenie.

V EMM vyjadrenom vseobecne vztahmi (2.13)-(2.15) premenné x;, X, ...X, obsahuju
1 doplnkové premenné.

Za ucelom rozlisenia obsahu jednotlivych premennych budeme v konkrétnych prikladoch
oznacovat’ doplnkové premenné symbolom d;; i € 11, 2, ..m¢. CiZe oznadenie Xj bude potom
prinalezat’ iba Struktirnym premennym. Je logické, Zze z hladiska matematického rieSenia
prislusného modelu st Strukturne i doplnkové premenné rovnocenné. Vo vSeobecnych
vyjadreniach ekonomicko-matematickych modelov symboly Struktirnych i doplnkovych
premennych nebudeme rozliSovat’.

Predpokladajme, ze v ulohe LP v §tandardnom tvare s hodnoty b; > 0,1=1, 2, ...m a pocet
neznamych (Strukturne i doplnkové premenné) je vacsi ako pocet linearne nezavislych rovnic,
t.j.n>m.
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Priklad 2.8.
Vyjadrime EMM ulohy uvedenej v priklade 2.2 v Standardnom tvare.

Riesenie:

Prvé obmedzujuca podmienka je rovnica, takze zostane bez zmeny. Druha obmedzujuca
podmienka je vyjadrena v tvare nerovnice typu >, preto na jej lavej strane odpocitame
doplnkovu premennu d;. Tretia obmedzujuca podmienka je vyjadrena v tvare nerovnice typu <,
preto k jej lavej strane pripocitame doplnkovi premennt d,. Do ucelovej funkcie dame
doplnkovym premennym nulové ocenenia.

EMM uvedenej ulohy v Standardnom tvare je nasledovny:
Ucelova funkcia:
f=21,3125x; + 25,4065x%, + 0d; + 0d,— maximum

Obmedzujice podmienky:

X1 + X2 =17
5,5X1 + 6,1X2 - dl =40
9,7x; + 13,04x, +d, =130

Podmienky nezapornosti:

X1, X2, dl, dz > 0.

Uloha LP je v kidnonickom tvare, ak matica koeficientov v obmedzujiicich podmienkach
ulohy v Standardnom tvare obsahuje jednotkovi maticu typu m.m ako submaticu. Kanonicky
tvar EMM ulohy LP, ktory je ekvivalentny s tilohou v Standardnom tvare, dostaneme Gausovou-
Jordanovou metddou uplnej eliminacie. Predpokladajme, ze v ststave (2.14) si vSetky rovnice
linearne nezavislé. Ich upravu na kanonicky tvar realizujme pri premennych x;, Xy,...Xp.

Kanonicky tvar EMM tlohy LP za uvedenych podmienok mozno vyjadrit’ vSeobecne
nasledovnym spdsobom:

Ucelova funkcia:

f= ¢ X +C X +..+C X —> maximum (minimum) (2.16)
n n
Obmedzujice podmienky:
Ix; + Oim+1Xmr1 T QUmeoXme2 T .o+ OnXy =B
Ix, + Olm+1Xm+1 T Qim+oXm+2 T o T Xy =P, (2.17)
1Xm + Olmm+1Xm+1 + Olmm+2Xm+2 +...t OlmnXn = Pm

Podmienky nezapornosti:
xj>20; j=12,.n (2.18)

V pripade, Ze eliminujeme premenné X;, X,, ...X, 1 v ucelovej funkcii (2.16), v ktorej za tym
ucelom dame premenné na I'avi stranu, tato nadobudne nasledovny tvar:

f+0x +0x +---+0x +vy X  +7v

m+1  m+l

oty X =[30. (2.19)

X
m+2 m+2

Potom hovorime, Zze EMM vyjadreny vztahmi (2.17)-(2.19) je v uplnom kanonickom
tvare.

2.3 Teoretické principy rieSenia ulohy linearneho programovania

Riesit ulohu LP vo vSeobecnosti znamend najst na mnozine rieSeni vlastnych
obmedzujucich podmienok ulohy a podmienok nezépornosti premennych extrém (maximum
alebo minimum) Gc¢elovej funkcie.
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Riesenia, ktoré spiiiaji vlastné obmedzujuce podmienky vratane podmienok nezapornosti
premennych, t. j. vztahy (2.2)-(2.3), sa nazyvaju pripustné rieSenia.

Pripustné rieSenie (rieSenia), v ktorom ucelova funkcia (2.1) nadobuda svoj extrém je
rieSenie optimalne.

2.3.1 Grafické rieSenie uloh LP s dvoma premennymi

Napriek tomu, ze praktické ulohy s dvoma premennymi sa vyskytuju zriedka, je uzito¢né
venovat’ pozornost grafickému rieSeniu uloh tohto typu najmé preto, ze ich geometricka
interpretdcia poskytuje nazornu predstavu o podstate optimalizacného problému a zjednodusuje
pochopenie zakladnej idei, na ktorej spociva rieSenie tloh LP.

Pri grafickom rieseni tilohy LP postupujeme nasledovnym spésobom:

1. 'V rovine zobrazime mnozinu bodov, ktoré predstavuji mnozinu pripustnych rieseni.
Ziskame ich ako prienik mnozin rieSeni odpovedajucich jednotlivym obmedzujucim
podmienkam v 1. kvadrante. Uvedené mnoziny rieSeni predstavuju v pripade
obmedzujucich podmienok typu nerovnic (<, =) niektord z polrovin, ktoré vymedzuje
deliaca priamka. Ak je obmedzujuca podmienka rovnicou, mnozinu rieSeni predstavuju
body na odpovedajliicej priamke. V stvislosti s hl'adanim mnoziny pripustnych rieseni
moZzu nastat’ tri pripady:

a) Sustava obmedzujicich podmienok je konzistentnd a jej rieSenim pri zohladneni
podmienok nezapornosti premennych st body v 1. kvadrante ohrani¢enej konvexnej
mnoziny s konecnym pocCtom krajnych bodov (priesecniky hrani¢nych priamok
odpovedajucich jednotlivym podmienkam). Mnozina pripustnych rieSeni tvori
v rovine tzv. konvexny mnohouholnik (polyéder), pripadne v priestore konvexny
mnohosten.

b) Sustava obmedzujucich podmienok je konzistentna a jej rieSenim pri zohladneni
podmienok nezapornosti premennych st body v 1. kvadrante neohrani¢enej konvexne;j
mnoziny s konecnym poctom krajnych bodov.

¢) Sustava obmedzujtcich podmienok je nekonzistentna a mnozina pripustnych rieSeni je
prazdnou mnozinou.

2. V pripade a) stanovime optimalne rieSenie (rieSenia) tak, Zze ur¢ime bod (body) mnoziny
pripustnych rieSeni, v ktorych nadobtida ucelova funkcia pozadovany extrém (maximum).

of of

Za tym UCelom zobrazime gradient uéelovej funkcie Vf = ,—— | vbode x; = 0,

X
1 2

x, =0 (smerovy vektor), ktory predstavuje smer najrychlejSieho rastu na ucelovej funkcie
a priamku, kolmu na gradient, t.j. smernicu ucelovej funkce. Potom kreslime rovnobezky
so smernicou ucelovej funkcie dovtedy, kym sa jedna z nich nedostane do polohy oporne;j
priamky voc¢i mnozine pripustnych rieSeni (ak existuje). Bod (body), ktory je stcastou
opornej priamky ako aj mnoziny pripustnych rieSeni, je bod (body), v ktorom ucelova
funkcia nadobuda svoj extrém. Takyto bod (body) lezi vzdy aspont v jednom z krajnych
bodov mnoziny pripustnych rieSeni. Ak je takychto bodov nekonecne vel'a, potom aspon
dva z nich lezia v krajnych bodoch a ostatné su linearnou konvexnou kombinaciou tychto
krajnych bodov. Cize ak existuje optimalne rieSenie tlohy LP, nachadza sa v krajnom bode
(bodoch) mnoziny pripustnych rieSeni. (v pripade minima vynasobime ucelovl funkciu
¢islom (-1)).
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Priklad 2.9.

Pre nasledovntl tlohu LP najdime grafickou metdodou optimalne rieSenie.

Ucelova funkcia:

f=20x; + 30x, & maximum (D)
Obmedzujice podmienky:
20x; + 40x, <2000 2)
X1 <70 3)
Podmienky nezapornosti:
X1, X2 >0 (4)
RieSenie:
1. Urime polroviny, ktorych body si rieSeniami jednotlivych nerovnic (2)-(3)

v obmedzujticich podmienkach. Za tym ucelom pre kazdi nerovnicu znazornime najprv
deliacu priamku, ktora je zobrazenim odpovedajiicej rovnice a ktora rozdeluje rovinu
nadve polroviny. Zistime, ktora z tychto polrovin predstavuje mnozinu rieSeni
odpovedajtcej nerovnice (napr. tak, Zze dosadime do nerovnice 'ubovolny bod z niektorej
polroviny). Zodpovedajuce polroviny si na obr. 2.1 oznacené Sipkami na deliacich
priamkach, ktoré st oznacené Cislami prislusnych obmedzujucich podmienok. RieSenim
sustavy obmedzujucich podmienok ulohy, ako i podmienok nezapornosti (4) st body
1. kvadrantu, ktoré¢ st prienikom vsetkych polrovin, ktoré odpovedaju sustave nerovnic.
Uvedeny prienik tvori mnozinu pripustnych rieSeni ulohy, ktord je na obr. 2.1 vyznacena
hrub§imi ¢iarami. Z obr. 2.1 vidime, Ze mnozina pripustnych rieSeni vytvara konvexny
polyéder so $tyrmi krajnymi bodmi.

Za Gcelom najdenia optimalneho rieSenia zobrazime najprv gradient ucelovej funkcie, ktory
ma stradnice Vf = (20,30) a prechadza cez pociatok stradnic a potom priamku, kolmu

na gradient, t.j. smernicu ucCelovej funkcie, ktord je na obr.2.1 znazornena hrubSou
prerusovanou priamkou. S touto priamkou kreslime rovnobezky v smere gradientu dovtedy,
kym nakreslime oporni priamku k mnozine pripustnych rieSeni. Na obr. 2.1 je to
prerusovana Ciara, ktora prechddza jedinym krajnym bodom mnozZiny pripustnych rieSeni
P[70,15]. Saradnice uvedené¢ho bodu x; = 70, x, = 15 su optimalnym rieSenim tulohy.
Maximalna hodnota ucelovej funkcie je £= 1850. Lahko sa mozno presvedcit, ze v kazdom
inom bode mnoziny pripustnych rieSeni nadobuda ucelova funkcia mensSiu hodnotu ako
1850. Uloha ma jediné koneéné optimalne rieSenie.

Grafické rieSenie ulohy z prikladu 2.9.

A
X2
50 (2)
30
~
N
P[70,15]
N NG \

70 *100 X
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Priklad 2.10
Pre nasledovnu ulohu LP najdime grafickou metdédou optimalne riesenie.

Ucelova funkcia:

f=20x, + 40x, — maximum )
Obmedzujice podmienky:
20x; + 40x, <2000 2)
X| <70 3)
Podmienky nezapornosti:
X1, X2 >0 (4)
Riesenie:

Grafické riesenie ulohy je zrejmé z obr. 2.2. Mnozina pripustnych rieseni je ohranicena
hrub$imi nepreruSovanymi ¢iarami a tvori konvexny polyéder. Gradient uUcCelovej funkcie
prechadza cez bod [20,40] a pociatok suradnic. Rovnobezka so smernicou ucelovej funkcie je
v polohe opornej priamky oproti mnozine pripustnych rieSeni na tseCke ohrani¢enej krajnymi
bodmi P[0,50], P,[70,15]. Uloha v tomto pripade ma nekonetne vePa koneénych
optimalnych rieSeni. Vyjadrime ich ako linearnu konvexni kombinaciu uvedenych krajnych
bodov, t.j. (x1,X2) = ¢1[0,50] +¢,[70,15], kde ¢; + ¢, =1 acy,¢c, € <0,1>.

Grafické rieSenie ulohy z prikladu 2.10.

X2
~ _|P[050] / vf
T~ @)
ol
(1
~ —>
[~
- P[70,15]
~ ~ 4_(
\T\ ~ -
N |-
0~ 20 70 100 Xi
Obr. 2.2.
Priklad 2.11.

Pre nasledovntl tlohu LP najdime grafickou metdodou optimalne rieSenie.

Ucelova funkcia:

f=x; + X, » maximum (1)
Obmedzujice podmienky:
X;+2x, >4 2)
2X1 - X3 2 2 (3)
X1 — 2X2 <2 (4)
Podmienky nezapornosti:
X1, X2 >0 (5)
RieSenie:

Grafické riesSenie ulohy je zndzornené na obr.2.3. Deliace priamky su ocislované v stlade
s o¢islovanim odpovedajucich nerovnic. Mnozina pripustnych rieSeni je vyznacena hrubsimi
neprerusovanymi Ciarami a je to neohranicena konvexnd mnozina s dvoma krajnymi bodmi.
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Smernica ucelovej funkcie kolma na gradient funkcie f (vzt'ah (1)) je znazornena na obr.2.3
hrubsou prerusovanou ¢iarou. Z uvedeného obrazku je zrejmé, Ze ucelova funkcia by nadobudla
na mnozine pripustnych rieSeni maximum vtedy, keby jej smernica mohla byt opornou
priamkou oproti mnoZzine pripustnych rieSeni zhora (v smere rastu gradienta). To je vSak
nemozné, pretoze mnozina pripustnych rieSeni je na tejto strane neohraniCend, Cize ucelova
funkcia nemo6ze nadobudniitt maximum na mnozine pripustnych rieSeni. V tomto pripade ma
tiloha nekoneéne vel’a pripustnych rieSeni, ale nema rieSenie optimalne.

Grafické rieSenie ulohy z prikladu 2.11.
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Obr. 2.3.

Priklad 2.12.
Pre nasledovnu ulohu LP najdime grafickou metdédou optimalne riesenie.

Ucelova funkcia:

f=2x; + X, > maximum (1)
Obmedzujice podmienky:
X1 + X2 <2 (2)
3x; +4x, >12 3)
Podmienky nezapornosti:
X1, X2 >0 (4)
Riesenie:

Z grafického zobrazenia mnoziny pripustnych rieSeni na obr.2.4. vidime, Ze poloroviny,
ktoré su rieSeniami nerovnic (2), (3) st navzijom nekonzistentné (sporné) a mnozina
pripustnych rieSeni je prazdna mnozina. CiZze uloha nema pripustné a teda ani optimalne
rieSenie.

Zaverom mozno zhrnit, Ze pri rieSeni uloh LP nastane vzdy jeden z uvedenych vysledkov:
1. Uloha LP ma jediné konefné optimalne rieSenie. Mnozina pripustnych rieSeni je

ohrani¢ena konvexna mnozina a ucelova funkcia nadobuda pozadovany extrém iba
v jednom jej krajnom bode.
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2. Uloha LP ma nekone¢ne vela koneénych optimalnych rieSeni. Mnozina pripustnych
rieSeni je ohraniCena konvexnd mnozina a Ucelova funkcia nadobuda pozadovany extrém
aspont v dvoch jej krajnych bodoch a vo vSetkych ostatnych bodoch, ktoré su linearnou
konvexnou kombinaciou tychto krajnych bodov.

3. Uloha LP ma pripustné rieSenia, ale nema konené optimalne rieSenie. MnoZina
pripustnych rieSeni je neohranicend konvexnd mnozina a ucelova funkcia nenadobudne
na mnozine pripustnych rieSeni kone¢ntt hodnotu.

4. Uloha LP nema pripustné rieSenie a teda ani optimalne rieSenie. MnoZina pripustnych
rieSeni je prazdna mnozina.

Grafické rieSenie lohy z prikladu 2.12.
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Obr. 2.4.

2.3.2 Bazické rieSenie ulohy LP

Riesenie X = (Xj) ,j=1,2,..nulohy (2.13)-(2.15) nazveme bazické, ak rieSenie ststavy
rovnic (2.14) je bazické, t.j. ak vektory ﬁk, ke {1, 2, ..nr zodpovedajiice suradniciam vektora

X tvoria linedrne nezavisli ststavu.

Predpokladajme, ze EMM tlohy LP je vyjadreny v Standardnom tvare vztahmi (2.13)-
(2.15). Sustava vlastnych obmedzujucich podmienok (2.14) vo vektorovom tvare je nasledovna:

a a a b
1 2 n
a b
11 12 In 1
a'21 a22 3.2 b2
Xl + X2 +...+ n X = . (220)
: . : n .
a a a b
ml m2 mn m

Predpokladajme, Ze v sustave (2.20) je m vektorov ak, ke 11,2, ..nt linearne nezavislych.

Sustavu (2.20) usporiadajme tak, aby vybrané vektory boli na prvych m miestach. Potom
existuje prave jedno bazické rieSenie sustavy (2.20), ktoré ziskame tak, ze vektory 5j,

j=1,2,... m pri bazickych premennych x;, x,,...X, transformujeme na jednotkové vektory a. ,
J
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j= 1, 2, ... m. Sucasne sa vektory 5j, j = m+1, m+2, ... n pri nebazickych premennych

Xm+1, Xm+2,..-Xq transformuji na vektory o , j = m+1, m+2, ..n. Vektor b sa transformuje
i

na VektorB , tJ.

a

1 aZ am G‘rnJrl an B

1 0 0 Im+1 In Bl

0 1 0 B
X F|L[x et X+ 2l X et a X = 2 (2.21)

O 0 1 mm-+1 0vnn B

Ak v ststave (2.21) polozime za nebazické premenné nuly, ziskame nasledovné bazické
rieSenie ulohy LP:

Xl :foz zﬁz’mxm :Bm'

Cize bazické rieSenie tilohy LP vyjadrenej v $tandardnom tvare vztahmi (2.13)-(2.15)
mozno vyjadrit’ nasledovnym spdsobom:

a a a b
1 2 m
a a b
11 12 Im 1
a21 a22 az b2
m _

: L B+ : p_= E (2.22)
a a a b

ml m2 mm m

Z teodrie rieSenia sustav linedrnych rovnic je zname, Ze rieSenie, ktoré ma najviac m zloziek
r6znych od nuly a ostatné zlozky st nulové, je rieSenie bazické. Cize bazické rieSenie prislune;
ulohy LP ziskame aj tak, ze sustavu obmedzujucich podmienok (2.14) za predpokladu, Ze
hodnost’ matice sustavy je rovnda m (poctu riadkov matice sustavy), transformujeme
pri bazickych premennych x;, X»,..X, na kanonicky tvar (2.17) a nebazické premenné
Xm+1, Xm+2, .- Xn POloZime rovné nule.

Ak hodnoty bazického rie§enia spiiiaji podmienky nezapornosti (2.15) tj. ak [3i >0,

i=1,2, ..m ide o bazické pripustné rieSenie. Ostatné bazické riesenia, t. tie, ktoré nesplnaju
podmienky nezapornosti, si nepripustné bazické rieSenia.

Geometrickou interpretaciou rieSenia uloh LP sme sa presvedCili o skuto¢nosti, ze ak
existuje optimalne rieSenie ulohy LP, leZi v krajnom bode mnoZiny pripustnych rieseni
danej ulohy. V teorii LP sa tiezZ dokazuje, Ze rieSenie ktoré sa nachadza sa v krajnom bode
mnoZziny pripustnych rieSeni, je rieSenim bazickym (zakladnym).

Optimalne rieSenie je teda bazické pripustné rieSenie.

Vektory a , j =1, 2, ...m tvoriace linedrne nezavisli sustavu a odpovedajuce saradniciam
j

prislusného rieSenia tvoria tzv. bazu prislichajicu k danému rieSeniu. Matica, ktora
pozostava z vektorov tvoriacich bazu, sa nazyva matica bazy. Ozna¢me ju B. Odpovedajlce

;. ror N~ . v = Y =T X7 . ,
bazické rieSenie oznac¢me vektorom X, Cize X = (BI,BZ,WB ). Cisla B ,i=12,---m s@
m 1
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suradnice vektora 3 odpovedajice prisluSnej baze s maticou bazy B. Vektor
f(; = (B1 , Bz yo Bm ,0,-+-0) je vektor celkového bazického riesenia.

Bazu odpovedajiicu optimalnemu rieSeniu nazvime optimalna baza. Oznacme maticu
odpovedajicu optimalnej badze B, a nazveme ju maticou optimalnej bazy. Odpovedajice
. , o v . v =T r ;. 7 . r
optimalne rieSenie oznacme X, = (BI,BZ,--B ) .Vektor celkového bazického optimalneho
0 m

rieSenia i;o =(B,.B,,--B_.0,---0).

Ked’ze sustava (2.14) ma n premennych a m rovnic, priCom n > m, je zrejmé, Ze pocet
linearne nezavislych vektorov (kladnych zloziek v bazickom pripustnom rieSeni) nemoéze byt
vacsi ako m. Bazické pripustné rieSenie budeme nazyvat nedegenerovanym rieSenim, ak
obsahuje prave m kladnych zloziek. Bazické pripustné rieSenie budeme nazyvat
degenerovanym rieSenim, ak obsahuje menej ako m kladnych zloziek, tj. viac nez n-m
nulovych zloziek.

Pre ulohy LP plati nasledovna veta :

Ak uloha LP ma optimalne bazické pripustné rieSenie, potom ma aj bazické pripustné
rieSenie.

Pri hl'adani optimalneho rieSenia sa staci teda obmedzit' iba na mnozinu bazickych
pripustnych rieSeni. Bazické pripustné rieSenie (rieSenia), v ktorom ucelova funkcia nadobuda
pozadovany extrém, je rieSenie (rieSenia) optimalne.

Priklad 2.13.

Pre ulohu LP v priklade 2.2 vyjadreni v Standardnom tvare (priklad 2.8) vypocitajme
vSetky bazické rieSenia a preverme ich pripustnost. Stanovme pre uvedenti ulohu optimalne
riesenie. Uloha vyjadrena v §tandardnom tvare je uvedena v priklade 2.8 a je nasledovna:

Ucelova funkcia:

f=21,3125x; + 25,4065x, + 0d, + 0d,— maximum
Obmedzujice podmienky:

X1 + X2 =7

5,5X1 + 6,1X2 - d1 =40

9,7x; + 13,04x, +d, =130
Podmienky nezapornosti:

X1, X2, d], dz >0.

Riesenie:
Vyjadrime sustavu obmedzujucich podmienok podl'a vztahu (2.20), t.j.

i a a i, b
1 1 0 0 7
5,5 X + 6,1 X, + -1 d1+ Od2= 40
9,7 13,04 0 1 130

Bézické rieSenia ziskame tak, Ze pre kazdu trojicu linedrne nezavislych vektorova ,
j

jei1,2,3,4¢ transformujeme odpovedajiice vektory na jednotkové. Napr. pri trojici nezavislych
vektorov (ﬁl , 52 , 53 ) transformujeme ststavu na nasledovny tvar:
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a, a, a, a, B

1 0 0 - 0,299 ~11,593
0fx +|1x +0]d +| 0299 |d =|18593 |,
0 0 1 0,180 9,656

odkial je zrejmé, ze odpovedajuce bazické rieSenie ulohy je nasledovné:

x, =-11,593;x  =18,593;d =9,656.

Analogickym postupom ziskame bazické rieSenia odpovedajuce ostatnym trojiciam
linearne nezavislych vektorov.

Bazické rieSenia ulohy ziskame i tak, ze pre kazdu trojicu bazickych premennych (sustava
obmedzujucich podmienok vyjadrena v Standardnom tvare ma hodnost m =3) upravime
sustavu do kanonického tvaru, pricom za zvyS$ni nebazick premenni dosadime nulu.
Kéanonicky tvar stistavy obmedzujucich podmienok napr. pri bazickych premennych x,, X,, d; je
nasledovny:

1x, -0,299d, =-11,593
1x, +0,299d, = 18,593
1d, +0,180d, = 9,656

Ak v uvedenej sustave polozime premennu d, = 0, dospejeme k rovnakému bazickému
rieSeniu, ktoré je uvedené vyssie v texte.

Opit’ analogickym postupom ziskame aj ostatné bazické rieSenia tlohy, ktoré su uvedené
v tabul’ke 2.6.

Dosadzovanim bazickych pripustnych rieSeni ulohy z tabulky 2.6 do ucelovej funkcie
zistime, ze maximalnu hodnotu t. j. 177,8455 nadobtda pri premennych x,=0, x,=7, d;=2,7,
d,=38,72. Uvedené rieSenie je optimalnym rieSenim prislusnej ulohy LP.

Celkové bazické rieSenia ulohy LP z prikladu 2.13. Tab. 2.6
Bazické Nebazicka Celkové bazické rieSenie Hodnotenie
premenné premenna pripustnosti
X1, Xo, d; d, x;=-11,593, x,=18,593, nepripustné
d1:9,656, d2:O
X1, X2, dp d; x1=4,5, x,=2.5, d;=0, pripustné
d,=53,75
X1, dy, dp X) x1=7, x,=0, d;=-1,5, nepripustné
d2:62,1
X,, di, dy X x1=0, x,=7, d;=2.7, pripustné
d,=38,72

V praktickych ulohach, v ktorych je spravidla velky pocet premennych a podmienok,
uvedeny postup hl'adania optimalneho rieSenia nie je vhodné aplikovat’. Pocet bazickych rieseni

n
sustavy (2.14) je sice kone¢ny a ich maximalny pocet je dany ¢islom ( j, avsak pri rieSeni
m

praktickych tuloh nie je mozné vypocitavat’ vSetky bazické rieSenia a pripustné bazické riesenia
dosadzovat’ do ucelovej funkcie, pretoze ich pocet byva spravidla velmi velky (napr ak n = 20

n
am=10je ( ] = 184756).
m
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Pre rieSenie uloh LP bolo vypracovanych niekol’ko matematickych metdd, ktoré hl'adanie
optimalneho rieSenia podstatne zjednodusSuju a urychluju. NajefektivnejSou z uvedeného
aspektu je tzv. simplexova metodda, ktora sice postupuje analogicky, ale z celkového poctu
bazickych rieseni vybera iba niektoré a tak pomerne rychlo speje k optimalnemu rieSeniu (ak
optimalne rieSenie existuje).

2.4 Simplexova metoda

Simplexovi metodu publikoval v roku 1947 G. B. Dantzig. Je univerzalnym algoritmom
rieSenia Uloh LP. Predstavuje racionalny postup hladania optimalneho rieSenia tlohy LP
testovanim niektorych bazickych pripustnych rieseni prislusnej tlohy. Postupnost’ uvedenych
rieSeni je konStruovana tak, ze kazdé nasledujuce rieSenie je vzhladom k ucelovej funkcii
,lepsie* ako rieSenie predchadzajuce. Cize podstata simplexovej metody spoéiva v postupnom
prechode z jedného bazického pripustného rieSenia (niektory krajny bod mnoziny pripustnych
rieSeni) na iné bazické pripustné rieSenie (iny krajny bod mnoziny pripustnych rieseni) tak, aby
sa pritom stale zlepSovala hodnota ucelovej funkcie. PretoZze pocet bazickych pripustnych
rieSeni je kone¢ny, moézeme ziskat’ optimalne rieSenie po kone¢nom pocte krokov.

Vzhl'adom k predpokladom, aké spiiia EMM riesenej ulohy, existuji viaceré modifikacie
simplexove] metddy. V tejto Casti budeme venovat pozornost’ tzv. primarnemu algoritmu
simplexovej metody.

2.4.1 Odvodenie primarneho algoritmu simplexovej metody

Algoritmus primarne simplexovej metody vychddza z predpokladu, ze EMM ftlohy LP je
v Standardnom tvare (vztahy (2.13)-(2.15)) s anulovanou ucelovou funkciou a m vektorov ék ,

kell,2,.nf odpovedajucich kladnym suradniciam vektora )ZB tvori bazu prislichajiucu

k danému rieSeniu s maticou bazy B. V pripade, Ze baza nie je optimalna, prechadza sa na novi
bazu (nové bazické pripustné rieSenie—ak existuje). Realizacia zmien, ktoré vznikaji pri hl'adani
novej bazy, sa uskuto¢nuje tzv. elementarnou zmenou bazy, v ramci ktorej sa jeden bazicky
vektor nahradi jednym nebazickym vektorom. Postup sa opakuje az po ziskanie optimalnej
bazy, pripadne kym sa nedospeje k jednej z vysSie uvedenych moznosti, pri ktorych nie je
mozné ziskat’ optimalnu bazu.

Algoritmus primarne simplexovej metdody mozno ideovo vyjadrit’ nasledovnym spdsobom:

1. Stanovenie bazického pripustného rieSenia (bazy s maticou B).

2. Vykonanie testu optimalnosti.

3. Prechod k novému bazickému pripustnému rieSeniu (k novej baze) s lepSou hodnotou
ucelovej funkcie v pripade, ak testované rieSenie nie je optimalne.

4. Opakovanie bodov 2. a 3.

Standardny tvar EMM tlohy LP s anulovanou uéelovou funkciou je nasledovny:

Ucelova funkcia:

f-cx —¢cx —...—cx =0 (2.23)
11 2 2 n n

Obmedzujice podmienky:
a X +a X +..+a x =Db
11 1 12 2 In n 1
a X +a_X +..+a_x =b
21 1 22 2 2n n 2 (224)

a X +a X +..a X =b
ml 1 m2 2 n n

m
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Podmienky nezapornosti:
X, >20,j=12,.n (2.25)

1. Urcenie bazického pripustného riesenia

Predpokladajme, ze v tlohe LP v Standardnom tvare su hodnoty b; > 0, i = 1, 2, ..m,
sustava rovnic (2.24) je linearne nezavisla a pocet neznamych je vacsi ako pocet rovnic, t. j.
n > m. Dalej predpokladajme, Ze v ststave (2.24) je m vektorov ﬁk ,ke{1,2,..nt pri neznamych

Xy, ked1,2,..nf linearne nezavislych. Zvol'me uvedené premenné za bazické a transformujme
EMM v standardnom tvare na uplny kanonicky tvar, pricom ho usporiadajme tak, aby vybrané
vektory a odpovedajice bazické premenné boli na prvych m miestach s indexmi j =1, 2, ...m:

Ucelova funkcia:

f+ 0x; + 0x, 00X, Yo+ Xmel T e T YiXk oo T YoXa =B (2.26)
Obmedzujice podmienky:
Ix; + Olime1 Xt T e T 0Kk F s+ OLnXa =B
1x, + Oom+ 1 Xmt+1 T ..o T QX + ..o + QonXy = Bz (2.27)
IXm T Olme1Xme1 T e T X + oo + OlnnXan = Bm

Podmienky nezapornosti:
xj=>0; j=12,.n (2.28)

Za predpokladu, ze Bi >0, prei=1,2,..m pri nulovej vol'be nebazickych premennych, t.j.

Xm+l = Xme2 = ...Xp = 0, ziskame celkové bazické pripustné rieSenie danej ulohy s maticou bazy
B, ktoré ma nasledovny tvar:

§T=(X1= 1,X2=B2,--'Xm=B x =0,x =0,--x =O). (2.29)

B m’" m+l m+2 n

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f(X,)= C1B1 +02B2 +---+cm[3m =BO. (2.30)
2. Test optimalnosti

Bazické pripustné rieSenie je vtedy rieSenim optimalnym, ak neexistuje Ziadne iné bazické
pripustné rieSenie, pri ktorom by sa mohla hodnota ucelovej funkcie zlepsSit. V d’alSom teda
treba zistit’, ¢i mozno prechodom k inému bazickému pripustnému rieseniu tlohy (k inej baze)
zlepSit hodnotu ucelovej funkcie. Za tym ucelom vyjadrime ucelova funkciu (2.26)
nasledovnym spdsobom:

f=B,—v X . 7

m+l  m+l

Sy X Y X (2.31)

X
m+2 m+2 n n

Predpokladajme, Ze zaradovanou premennou do bazického rieSenia bude nebazicka
premenna xi, k¢B (do bazy bude zaradeny nebézicky vektor ﬁkodpovedajﬁci premennej Xy),

ktora nadobudne hodnotu p, ¢ize xx = p > 0. Potom nové celkové bazické rieSenie s novou bazou
bude mat’ nasledovny tvar:

i; :(Xl :Bl _(xlkp’“.xm :Bm _amkp’xmﬂ :O’H.Xk :p’.“X :0) (232)
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s nasledovnou hodnotou ucelovej funkcie:

f(X,)=c,(B,-a,p)+c,(B, -0, p)+--Fe prete (B - p)=

mk

- C1[31 +02[32 +.”+CmBm _p(clalk te o, teete o, _Ck)'
Vzhl'adom k vztahu (2.30) mozno uvedent funkciu vyjadrit’ nasledovnym spdsobom:
Hxp)= Bo -p(clalk te o, Feete o, _Ck)'

Vyraz v zatvorke je skalarny sucin vektora oceneni bazickych premennych a vektora
transformovanych koeficientov pri premennej x,. Ak uvedeny si¢in oznac¢ime symbolom z,
hodnota tcelovej funkcie nového bazického riesenia bude nasledovna:

f(% ) =B, -p(z,_-c,). (2.33)

Zo vztahu (2.33) je zrejmé, Zze zaradenim premennej xx = p > 0 do rieSenia sa hodnota
ucelovej funkcie neznizi iba vtedy, ak bude vyraz v zatvorke z, — ¢, < 0 a nezvysi iba vtedy, ak
bude vyraz v zatvorke z, — ¢, > 0.

Treba si uvedomit, Ze rozdiely z —cj, j = m+1, m+2, ... n su vlastne transformované

koeficienty tcelovej funkcie YooY Y pri nebazickych premennych Xy+1, Xme2, -Xn.

m+2’.
Uvedené rozdiely maju pri bazickych premennych X, X»,...X, samozrejme nulové hodnoty.
Na zaklade uvedenych skutocnosti sformulujeme test optimalnosti :

- Ak v maximaliza¢nej tlohe LP pre urcité bazické pripustné rieSenie pre vsetky
indexné Cisla plati:z; — ¢; > 0; j = 1, 2, ...n, potom je uvedené rieSenie optimalnym
rieSenim ulohy LP.

- Ak v minimaliza¢nej ulohe LP pre urcité bazické pripustné rieSenie pre vSetky indexné
Cisla plati: z;—¢;<0; j=1, 2, ...n, potom je rieSenie optimalnym rieSenim ulohy LP.

Vychadzajuc z predchadzajucich tivah mozno pre vypocet indexnych cisiel vyuzit
nasledovny vzt'ah:
z —-c =co,_+cao_+-+c o -c,j=1,2,..n (2.34)
] ] 1 1j 2 2j m mj ]

Koeficienty y , resp. rozdiely z; —c; budeme d’alej nazyvat’ indexné ¢isla.
]

3. Prechod k novému bazickému pripustnému rieseniu (k novej baze)

Ak sme testom optimalnosti zistili, Ze prislusné bazické pripustné rieSenie nie je optimalne,
prejdeme na iné bazické pripustné rieSenie, v ktorom sa nahradi jedna povodne bazicka
premenna jednou pdvodne nebazickou premennou. Nové bazické pripustné rieSenie, ktoré
nezhor$i hodnotu ucelovej funkcie ziskame nasledovnym postupom:

3.1 Vyber premennej vstupujticej do bazického rieSenia

V maximalizacnej ulohe LP je ucelné zaradit medzi bazické premenné v podstate
Pubovolnll nebazicki premennt xi, k¢B, ktorej indexné Cislo v ucelovej funkcii z, — ¢, < 0.
Naopak v minimalizacnej ulohe LP je ucelné zaradit medzi bazické premenné v podstate
Pubovolntl nebazicku premennu xy, ke B, ktorej indexné ¢islo v ucelovej funkcii z, — ¢ > 0.

V snahe znizenia poctu bazickych rieSeni premennt vstupujiicu do bazy vyberme
nasledovnym spdsobom:
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Premennou vstupujucou do bazického rieSenia v maximaliza¢nej tlohe bude
ta nebazicka premenna, ktora ma v ucelovej funkcii minimalne zaporné indexné cislo.

Premennou vstupujiucou do bazického rieSenia v minimalizacnej ulohe bude
ta nebazicka premennad, ktora ma v ucelovej funkcii maximalne kladné indexné cislo.

3.2 Vyber premennej vystupujlcej z bazického riesenia

Predpokladajme, Ze premennou vstupujiicou do bazického rieSenia bude premenna xy,
ke B, ktord nadobudne hodnotu p, ¢ize x, = p > 0. Potom pripustnost’ nového bazického
rieSenia vyzaduje na zaklade vzt'ahu (2.32) platnost’ nasledovnych vztahov:

X, :Bl-alkpZO

X, :B2 -oczkpZO

= - >
Xm Bm a21np _0

Z uvedenych vzt'ahov pre hodnotu p > 0 plati:

. B
p<min——,i=1,2,.m (2.35)

Vztah (2.35) sa nazyva podmienkou pripustnosti. Tato je podmienkou prechodu
od jedného pripustného rieSenia k d’al§iemu pripustnému rieseniu.
B.

Predpokladajme, 7¢ min———=—-_ potom ak X, = p =
o > 0

t

, premennd X

tk tk

nadobudne nulovi hodnotu a stane sa nebazickou a nahradi ju premenna x,. Premennu x,
nazveme premennou vystupujucou z bazického rieSenia. Tym sa dosiahne, Ze nové
rieSenie zostane bazické.

3.3 Vypocet nového pripustného bazického riesenia

V skuto¢nosti sa uvedenym postupom prechadza z povodnej bazy na inu bazu, v ktorej
bude jeden z povodnych bazickych vektorov nahradeny jednym povodne nebazickym
vektorom. Odpovedajuce nové pripustné bazické rieSenie pri novej kombinacii bazickych
premennych ziskame opédt transformaciou sustavy (2.24) na kanonicky tvar
napr. aplikdciou Gaussovej-Jordanovej eliminacnej metddy. Indexné Cisla odpovedajiice
novému béazickému rieSeniu sa pretransformuj ako rozdiely z; — ¢; podl'a vztahu (2.34).
Hodnotu tucelovej funkcie, ktora zodpoveda novému bazickému rieSeniu mozno na zaklade
vztahu (2.33) vyjadrit’ vzt'ahom:

p
f= [30—(2k —ck).a

t

Po transformacii znovu vykoname test optimalnosti nového bazického pripustného riesenia.
Ak toto rieSenie nie je eSte optimalne, prejdeme k d’al'Siemu bazickému pripustnému rieseniu
(k d’al’sej baze).

Po kone¢nom pocte iteracii (krokov) nastane jedna z nasledovnych moznosti:

a) Ziskané rieSenie je optimalne a vsetky indexné Ccisla odpovedajuce nebazickym
premennym su pri maximalizacii ucelovej funkcie kladné a pri minimalizacii ti¢elovej
funkcie zaporné. Optimalne rieSenie je jediné.



35

b) Ziskané rieSenie je optimalne a aspon jedno indexné Cislo odpovedajuce nebazickym
premennym ma hodnotu rovnu nule. Potom zaradenim premennej s indexnym ¢islom
rovnym nule do rieSenia sa ziska alternativne optimalne rieSenie. Vtedy ma tuloha
nekonecne vela konecnych optimalnych rieseni.

c) Ziskané rieSenie nie je optimalne, ale vSetky koeficienty o <0. Vtedy premenna x

nie je ohrani¢ena a hodnota ucelovej funkcie mo6ze neobmedzene rast’ alebo klesat’.
Vtedy uloha nema kone¢né optimalne rieSenie.

Za ucelom overenia uvedenych tvrdeni odpori¢ame citatel'ovi po nastudovani Casti 2.5.2
a 2.5.3 prepocitat’ simplexovou metdédou priklady 2.9 — 2.12.

2.4.2 Konstrukcia vychodiskového bazického pripustného rieSenia

Pri teoretickom odvodzovani prvého (vychodiskového) bazického pripustného rieSenia sme
predpokladali, Ze stistava obmedzujticich podmienok v EMM je vyjadrena v Standardnom tvare
a pri zvolenych bazickych premennych sme ju upravili na kdnonicky tvar. V tejto Casti budeme
venovat’ pozornost’ konstrukcii vychodiskového bazického pripustného riesenia za predpokladu,
ze EMM je vo vSeobecnom tvare, ¢iZze obmedzujiice podmienky su formulované okrem rovnic i
ako nerovnice s hornym, resp. s dolnym ohranicenim.

= Najskor uvazujme, ze v EMM st vSetky obmedzujuce podmienky formulované ako
nerovnice typu <. CiZe ide o nasledovnil tilohu:

Ucelova funkcia:

f= jzzllcjxj — maximum (2.36)
Obmedzujice podmienky:

Zaijxj <b,i=12,.m (2.37)
=1

Podmienky nezapornosti:
X, >0,j=12,.n (2.38)

Uvedenu tlohu prepiseme do Standardného tvaru pomocou nezdpornych doplnkovych
premennych d >0, i = 1, 2, ..m, ktoré k lavej strane nerovnic pripo¢itame a ktorym
1

do ucelovej funkcii priradme koeficienty c. =0, i =1, 2, ..m (pozri ¢ast’ 2.2.2). EMM

v Standardnom tvare obsahuje sistavu m rovnic s m+n premennymi a mdzeme ho zapisat’
nasledovnym spdsobom:

Ucelova funkcia:

f = jZICij + ;“Odi — maximum (2.39)
Obmedzujice podmienky:

22X +d =b.i=12.m (2.40)
=1

Podmienky nezapornosti:
x,d >20,j=12,.n,i=12,..m (2.41)
j i
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Vidime, Ze obmedzujuce podmienky v EMM vyjadrené vztahom (2.40) st v kanonickom
tvare pri doplnkovych premennych di, i=1,2, ..m, pricom stipcové jednotkové vektory,

ktoré im odpovedaji, su linearne nezavislé a teda mozu tvorit’ vychodiskovi bazu s maticou
bazy B,.

Cize celkové vychodiskové bazické pripustné rieSenie pre tlohu (2.39)—(2.41) moZno
zapisat’ takto:

X! =(x,=0,x,=0,x =0,d =b,d =b_,d =b). (2.42)

BO n 2 m m

Hodnota ticelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:

fix )=0x +0x_+---+0x +0b +0b_+---+0b =0. (2.43)
B0 1 2 n 1 2 m

Priklad 2.14.
Uvazujme EMM tlohy obsiahnutej v priklade 2.1 (Cast’ 2.1), ktory je sformulovany
nasledovnym spdsobom:

Ucelova funkcia: f=20x; + 30x, + 15x; + 10x,~>maximum
Obmedzujice podmienky:

2X1 + 3X2 + 6X3 + 5X4 <300

4X1 + 8X2 + 2X3 + 7X4 <200
Podmienky nezapornosti: X, X5, X3, X4 > 0.

Ulohou je za Gc¢elom rieSenia ulohy simplexovou metddou stanovit’ vychodiskové bazické
pripustné riesenie.

Riesenie:

Pripoc¢itanim nezapornych doplnkovych premennych do obmedzujicich podmienok
upravime uvedeny EMM do $tandardného tvaru. Doplnkovym premennym dame do ucelovej
funkcii nulové ocenenia. EMM v §tandardnom tvare je nasledovny:

Ucelova funkcia: f=20x, + 30x, + 15x; + 10x4 + 0d; + 0d, —>maximum.

Obmedzujice podmienky:
2X1 + 3X2 + 6X3 + 5X4 + d1 =300
4X1 + 8X2 + 2X3 + 7X4+ +d2 =200

Podmienky nezapornosti: Xxj, Xo, X3, X4, d;, dy > 0.

Po nulovani ucelovej funkcie vidime, Ze EMM je v uplnom kéanonickom tvare. Jednotkové
vektory 55,56 prisluchajiice doplnkovym premennym d;, d, s linedrne nezavislé (ide o

1 0
tzv. prirodzenu nezavislost) a vytvaraju vychodiskova bazu s maticou bazy By = ( .

0 1

Celkové vychodiskové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:

X' =(x =0,x_=0,x.=0,x =0,d =300,d_=200).
B0 1 2 3 4 1 2

Hodnota tucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f(f(BO )=20.0+30.0+15.0+10.0+0.300+0.200=0.
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= Uvazujme dalej Glohu LP so zmieSanym typom ohrani¢eni, ktort mozno formulovat
nasledovnym sposobom:

Ucelova funkcia:

f= Zc X, maximum (minimum) (2.44)
i

Obmedzujice podmienky:

Zaijxj <b,ieM, (2.45)
j=1

Zaijxj >b,ieM, (2.46)
j=1

Zaijxj =b_,ieM; (2.47)

=1
Podmienky nezapornosti:
X, >20,j=12,.n (2.48)

kde M;, M,, M; su mnoziny indexov i priradenych k podmienkam s ohrani¢eniami typu
<, >, =

- =

Uvedena uloha vyjadrena v Standardnom tvare je nasledovna:
Ucelova funkcia:

f= Zlcjxj +. Mz y\?di — maximum (minimum) (2.49)
j= ieM, UM,

Obmedzujtce podmienky:

Zaijxj +d =b ,ieM, (2.50)
j=1
Zaijxj —d =b,ieM, (2.51)
j=1
Zaijxj =b_,ieM; (2.52)
j=I

Podmienky nezapornosti:
X, >0,j=12,.n, di >0,ie M UM, (2.53)

EMM ulohy v Standardnom tvare (vzt'ahy (2.49)-(2.53)) nie je vSeobecne v kanonickom
tvare. Kanonicky tvar uvedeného modelu vytvorime ,,umelym sposobom* tak, Ze na Pavé
strany obmedzujucich podmienok, v ktorych nie su pripocitané doplnkové premenné,

pripoditame neziporné tzv. umelé (pomocné) premenné, ktoré oznacime u ,i e M2 U M3 .
1

Zavedenim umelych premennych ziskame rozsirenu ulohu, ktora vsak nie je ekvivalentna
s povodnou tilohou. Ekvivalencia medzi rozSirenou a péovodnou tilohou nastane az vtedy,
ak sa ziska rieSenie, v ktorom budi mat’ umelé premenné nulové hodnoty, t. j. buda
nebazickymi premennymi. Z tohto dovodu sa prirad’uje umelym premennym vel’'mi
nepriaznivé, tzv. prohibitivne ocenenie, ktoré ozna¢me M. Prohibitivne ocenenie M volime
tak, aby bolo vzhPadom na ocenenia ostatnych premennych vePmi nevyhodné. To
znamend, Ze ak ide o maximalizacnu tlohu, za M poloZime ve’mi malé zaporné cislo
a naopak, ak ma uloha minimaliza¢ny charakter, za M poloZime ve’mi vel’ké kladné ¢islo.
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Rozsireny EMM po6vodnej ulohy (vztahy (2.49) — (2.53)) ma nasledovny tvar:

Ucelova funkcia:

f= ZC X + ZOd + ZMu — maximum (minimum) (2.54)
1eM uM 1eM uM

Obmedzujuce podmienky:

Zaijxj +d =b_,ieM, (2.55)
j=1

Zaijxj —d +u =b,ieM, (2.56)
ji=1

Zaijxj +u =b_,ieM; (2.57)
=1

Podmienky nezapornosti:
X, >0,j=12,.n, di >0,i¢ M1 UMz’ u > 0,1e M2 uM3 (2.58)

V EMM vyjadrenom vztahmi (2.54)—(2.58) je sustava obmedzujicich podmienok
v kanonickom tvare pri doplnkovych premennych di, ie Ml a pri umelych premennych
ui,i € M2 uM}, pricom stipcové jednotkové vektory, ktoré im odpovedaj, sa linearne

nezavislé a teda mozu tvorit’ vychodiskoviu bazu. Vychodiskovi bazu vytvoreni pomocou
umelych premennych nazvime umelou vychodiskovou bazou.

Cize celkové vychodiskové bazické pripustné riesenie pre tlohu (2.54)—(2.58) mozno
vytvorit’ takto:

i;o :(Xj =0,j :1,2,---11,di :bi,i eMl,di =0,ie Mz,ui =bi,i EM2 UM3) (2.59)

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:

f(iBO)—ZOX + Y 0b+ >Mb = >Mb. (2.60)

1eM uM 1eM uM 1eM2uM3

Priklad 2.15.
Uvazujme EMM dlohy obsiahnutej v priklade 2.2 (Cast 2.1), ktory je upraveny
na Standardny tvar v priklade 2.8 nasledovnym spdsobom:

Ucelova funkcia:
f=21,3125x1 + 25,4065x2 + 0d1 + 0d2— maximum

Obmedzujice podmienky:
x1 + x2 =7
5,5x1 + 6,1x2 -dl =40
9,7x1 + 13,04x2 +d2 =130

Podmienky nezapornosti:
x1,x2,d1,d2>0.

Ulohou je skonstruovat’ vychodiskové bazické pripustné riesenie za Gi¢elom rie$enia ulohy
simplexovou metodou.

Riesenie:

EMM dlohy vyjadreny v Standardnom tvare rozSirime o umelé premenné, ktoré
pripoc¢itame k prvej a k druhej rovnici, ¢im ziskame obmedzujice podmienky tlohy
v kanonickom tvare. Umelym premennym priradime do ucelovej funkcii prohibitivne ocenenie
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M, (hodnotu M polozme rovna napr. -1000). Uloha po transformacii na kanonicky tvar je
nasledovna:

Ucelova funkcia:
f=21,3125%; + 25,4065x%, + 0d; + 0d, —1000u; —1000u,— maximum
OBMEDZUJUCE PODMIENKY:

x1 + x2 +ul =7
5,5x1+ 6,1x2 -dl +u2 =40
9,7x1 + 13,04x2 +d2 =130

Podmienky nezapornosti:
X1, X2, dy, da, up, U2 > 0.

Vychodiskovi bazu tvoria jednotkové vektory 54 ,55 ,56 priradené k bazickym premennym d,,

O 1 O
uj, Uy, smaticouBy=10 0 1
1 0 O

Celkové vychodiskové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:
=T

Xx =(x =0,x =0,d =0,d_=130,u =7,u_=40).
0 I 2 1 2 1 2

B

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f(XBO) =21,3125.0 + 25,4065.0 + 0.0 + 0.130 —1000.7 —1000.40 = -47000.

2.4.3 Aplikacia simplexovej metédy v simplexovej tabul’ke

Realizacia simplexovej metody pri rieSeni uloh LP vyzaduje dat’ celému vypoctovému
procesu vhodnu formu a stanovit' prenn mechanické pravidla. V tomto zmysle sa osvedcila
technika vyuzitia Specidlne upravenej tabulky, pre ktorti sa zauzival nazov ,simplexova
tabul'ka®.

Ako sme uz konstatovali, podstatou iterativneho vyhladavania optimalneho rieSenia je
prechod z jedného kanonického tvaru sustavy rovnic na iny ké&nonicky tvar. Pri zmene
kanonického tvaru dochadza ku zmene bazy. V kazdej iterdcii sa vymiena iba jeden vektor bazy
tak, ze jeden vektor vstupuje do bazy a jeden z nej vystupuje (jedna premenna vstupuje
do rieSenia a stava sa bazickou a jedna premenna vystupuje z rieSenia a stava sa nebazickou).
Uvedenou elementarnou zmenou bazy sa v kazdej iteracii ziskava nové bazické pripustné
rieSenie s ,,lepSou” hodnotou ucelovej funkcie. Kazdé bazické rieSenie v iteranom postupe
uvedieme v samostatnej simplexovej tabulke.

Priradme iterdciam index h, h = 0, 1, 2, ...o. Cize vychodiskovému rieSeniu
(vychodiskovej iteracii) priradme index h = 0, optimalnemu rieSeniu (ak existuje) index h = o.
Béazu odpovedajucu h-tej iteracii oznacme B; a prislusné bazické rieSenie )?Bh. Vektor
odpovedajicich hodnot bazickych premennych oznacujme Bh :(Bf’), 1 =1, 2, .m.
Odpovedajucu hodnotu tcelovej funkcie ozna¢me Bh .

Simplexova tabul’ka, ktora odpoveda h-tej iteracii je uvedena v tabul’ke 2.7.
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Simplexova tabul’ka pre h —tu iteraciu Tabul’ka 2.7
Ci Cm Cm+1 Ck Cn
Bh Bh 1 m m+1 k n Bh
X1 Xm Xm+1 Xk Xn
X1 Ci 1 0 (X,h ah (xh h
1m+1 1k In Bl
Xm Cm 0 1 al e | o e | o Bh
mm-+1 mk mn m
Zi - Ci 0 0 h h h
J ]
ym+1 yk yn Bh

Jednotlivé Casti simplexovej tabul’ky maju nasledovny vyznam:

Prvé tri riadky tabulky v zahlavi obsahuju postupne ocenenia premennych z ucelovej
funkcie (vztah (2.16)), stipcové vektory odpovedajice jednotlivym premennym (vztah (2.20))
a premenné, ktoré sa vyskytuju v prislusnom EMM (3truktarne, doplnkové, umelé). Dal’$ich m
riadkov obsahuje transformované koeficienty z obmedzujicich podmienok a posledny riadok
koeficienty z; - ¢; (indexné ¢isla) a hodnotu ucelovej funkcie f(x  )=f, .

V prvom stlpci tabul’ky st zapisané bazické premenné x;, i = 1, 2, ...m vyjadrené ako
suradnice vektora f(Bh a v druhom stlpci ich ocenenia c;, i = 1, 2, ...m vyjadrené vektorom EBh.

V strednej &asti tabulky su v prvych m stipcoch uvedené jednotkové vektory &? ,j=1,2,..m,
prislichajiice bazickym premennym a v d’al§ich stipcoch transformované vektory &? = (OLE) ,

i=1,2,..m, j=m+l, m+2,..n prislichajice nebazickym premennym. Posledny stipec tabul’ky

obsahuje hodnoty béazickych premennych p", i =1, 2, ..m, a ktoré s prvkami vektora Bh

a odpovedaju prislusnému bazickému rieseniu )?Bh .
Upravou vzt'ahu (2.34) moZno koeficienty z; - ¢; vypocitat’ nasledovnym sposobom:

Z —¢c =¢C
J J B

T ~h .
b O —cj,J—l,Z,....n (2.61)

Hodnotu ucelovej funkcie mozno vypocitat’ bud’ na zaklade vztahu (2.25) apravou EMM
na uplny kanonicky tvar, alebo vyuzitim vztahu (2.29), ktory mozno vyjadrit' nasledovnym
spdsobom:

fX _)=¢ "B =B . (2.62)

V tabul’ke 2.7 st jednotkové vektory tvoriace bazu umiestnené v prvych m stipcoch. Toto
usporiadanie viak nie je zavizné, pretoze jednotlivé stipce v tabulke mozno usporiadat’ podla
potreby. Jednotkové vektory, ktoré tvoria vychodiskovu bazu sa zapiSu v simplexovej tabul'ke
jednoducho pod odpovedajuce bazické premenné, ktorymi st vo vychodiskovom riesSeni
pripocitané doplnkové alebo umelé premenné (pozri ¢ast’ 2.4.2). Potom vo vychodiskovej

simplexovej tabulke (h = 0) st vektory 6(;) = Zij ,j=1,2,..navektor Bo =b.

Nazvime v simplexovej tabulke stipec odpovedajiici premennej vstupujiicej do rieSenia
»kPicovy stlpec* a riadok odpovedajiici premennej vystupujucej z rieSenia ,kl'iCovy
riadok“. Prvok, nachadzajuci sa v poli, ktoré je spolo¢né klIi¢ovému riadku a kPi¢ovému
stlpcu nazvime ,kPiufovy prvok®. Riadok odpovedajici indexnym ¢islam nazvime
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mindexny riadok“. KI'a¢ovy riadok, klu¢ovy stipec a kI'a¢ovy prvok budeme v simplexovej
tabulke farebne zvyraznovat.

Aplikécia simplexovej metody v simplexovej tabul’ke na rieSenie tloh LP je uplne v sulade
s odvodenym simplexovym algoritmom v casti 2.4.1. Budeme ju demonStrovat
na nasledovnych ulohach, ktorych vysledky budeme interpretovat’ v Casti 2.6.

Priklad 2.16.
Riesme simplexovou metddou tlohu obsiahnuta v priklade 2.1 (Cast’ 2.1), ktorej EMM je
sformulovany nasledovnym spdsobom:

Ugelova funkcia: f=20x, + 30x, + 15x; + 10x,—>maximum
Obmedzujtice podmienky:

2X1 + 3X2 + 6X3 + 5X4 <300

4X1 + 8X2 + 2X3 + 7X4 <200
Podmienky nezapornosti: Xy, X», X3, X4 = 0.

Riesenie:
Najskor pomocou doplnkovych premennych prepiseme tlohu do Standardného tvaru (pozri

priklad 2.14 v ¢asti 2.4.2) nasledovnym spdsobom:

Ugelova funkcia: f=20x, + 30x, + 15x; + 10x4 + 0d; + 0d, —>maximum.

Obmedzujice podmienky:
2x; + 3%, + 6x3 + 5x4 + d; =300
4X1 + 8X2 + 2X3 + 7X4 +d2 =200

Podmienky nezapornosti: Xy, X,, X3, X4, dj, dy 20

1. Uréenie vychodiskového bazického pripustného rieSenia:
Ako sme uz konstatovali v priklade 2.14 jednotkové vektory 55,56 prislichajtce

doplnkovym premennym d;, d, su linearne nezavislé a vytvaraji vychodiskovil bazu s maticou
1

vychodiskovej bazy BO = (0 L) ¢ize celkové vychodiskové bazické pripustné rieSenie ma

nasledovny tvar:

X' =(x =0,x_=0,x_=0,x =0,d =300,d_=200).
BO 1 2 3 4 1 2

Hodnota ti¢elovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:

f(iBO) =20.0+30.0+15.0+10.0+0.300+ 0.200 = 0.

Ulohu, ktora je v stilade s kdnonickym tvarom EMM prepiseme do tabul’ky 2.8.

Vychodiskova simplexova tabul’ka (h=0) Tabulka 2.8
20 30 15 10 0 0 b
X80 | CBo a a, a, a, a, 6 Bo =b a >0
X1 X2 X3 X4 dl d2 1
d 0 2 3 6 5 1 0 300 100
d, 0 4 8 2 7 0 1 200 25
Z;-C; -20 -30 -15 -10 0 0 0

Indexné cisla nachadzajuce sa v poslednom riadku simplexovej tabulky vypocitame
na zaklade vzt'ahu (2.61) nasledovnym spdsobom:
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2
X 1z —c =(0, 0){ ]—20:—20,
1 1 1 4
3
x_ iz —c. =(0, 0).[ ]—30:—30
2 2 2 8
_ 0
d,z,—c, =0, 0) |-0=0.

Hodnota ucelovej funkcie By = 0 odpovedajuca uvedenému bazickému rieSeniu je
poslednym prvkom v poslednom riadku tabul’ky.

2. Test optimalnosti:

V pripade maximalizacnej tlohy je prislusné bazické rieSenie optimalnym vtedy, ak
pre vSetky indexné Cisla plati: z-c; > 0. PretoZe v riadku z-¢; maji indexné Cisla aj zaporné
hodnoty, riesenie uvedené v tabul’ke 2.8 nie je rieSenim optimalnym.

3. Prechod k novému bazickému pripustnému rieseniu:

Za ucelom ziskania nového bazického pripustného rieSenia ur¢ime premennu vstupujiucu

do riesenia a premennu vystupujlicu z rieSenia:

=  Premennou vstupujiicou do bazického rieSenia je nebazicka premenna x,, ktorej odpoveda
indexné &islo zi-¢; = min[( zi-¢; ) <0,j € 11, 2, ...6{] = min[-20, -30, -15, -10] = -30. Stipec,
ktory v simplexovej tabulke odpoveda premennej x, je kl'aéovy stipec.

=  Premennu vystupujicu z bazického rieSenia uréime na zaklade vztahu (2.35). Za tym
i¢elom roz§irime simplexova tabulku o dalii stipec, do ktorého napiseme vypoéitané

b
podiely ———,1=1,2.
aiz >
b
Riadok odpovedajiici hodnote p= min——— = min(ﬂ,@) =25 je klacovym
a_ > 0 3 8
riadkom, ¢ize premenna d, je premennou vystupujicou z bazického riesenia.

Klagovym prvkom je zvyraznené &islo 8 leziace v prieseéniku klidového stipca
a kl'ai¢ového riadku.

Nové bazické rieSenie vypocitame transformaénym procesom, ktorym sa v dosledku zmeny
bazy sustava rovnic transformuje povolenymi elementarnymi upravami (Gaussova-Jordanova
eliminacna metdda) na novy kanonicky tvar. Tato uprava vyzaduje, aby sa vektor vstupujlicej
premennej do bazy (kli¢ovy stipec) transformoval na jednotkovy vektor s jednotkou na mieste
kluicového prvku. Za tym Gcelom
- najprv vydelime vSetky prvky v klucovom riadku kIiCovym prvkom, ¢im na mieste

kla¢ového prvku ziskame jednotku,

- ostatné riadky postupne transformujeme tak, ze vydeleny riadok klIuicovym prvkom
vynasobime zipornym koeficientom nachadzajicim sa v kI'a€ovom stipci a pripogitame ho

k prislunému riadku. Takto ziskame na ostatnych miestach kI'a¢ového stipca nuly.

;e - -0 ., . ., Loy .
Transformaciu vektora a = oczodpovedajuceho premennej X, vstupujucej do rieSenia

. , =1 . . c v . , A
na jednotkovy vektor o, realizujeme v rieSenej ulohe nasledovnym spdsobom:
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a
a —Z*—a |+a
_ (a,) (3 (3 azz( 12) 2 1(=3)+3) (0) (o)
a2= = —> aZZ = —> a = = = 1 =a2
a,) \8) 7| =] U » 1 1) (al
22 a

22

Pretoze riadky v simplexovej tabulke predstavuju rovnice, musime rovnakym sposobom
transformovat’ vSetky prvky v riadkoch. Stistava rovnic sa tym dostane do kanonického tvaru pri

béazickych premennych d;, x,, ktoré zapiseme do stipca )?Bl do novej simplexovej tabulky 2.9.

Do druhého stlpca 631 napiSeme ocenenia odpovedajuce novym bazickym premennym.

Sucéasne v stipci Bl ziskame vysledky, odpovedajuce uvedenej kombinacii bazickych
premennych.
Transformaciu vektora b na vektor B1 , ktory odpoveda novému bazickému pripustnému

rieSeniu realizujeme v rieSenej ulohe nasledovnym spdsobom:

b
b —2x#(—a_)+b
b 300 ! 300 a ( 12) Ul (25%(=3)+300) (225) (B
= | b, |=[200| ] "2 = = =
,) 1200 g e b, 25 25 ) B,

a
22

- 3
Novu bazu tvoria vektory a_,as maticou bazy B1 = [0 8} .

Nové celkové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:
i; = (xl = O,X2 = 25,x3 = O,X4 = O,dl = 225,d2 =0).

Hodnota tucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f()?Bl )=20.0+30.25+15.0+10.0+0.225+0.0=0="750.

Vysledky transformacnych tprav zapisujeme do odpovedajucich poli novej simplexovej
tabulky 2.9, v ktorej opdt na zéklade vztahu (2.61) vypocitame indexné cisla z; - ¢;
nachadzajuce sa v poslednom riadku uvedenej tabul’ky.

1. iteracia (h=1) Tabulka 2.9
20 30 15 10 0 0 Bl
B | mi a a, a, a, a; a4 Bl 0(?3 > ()
X1 X2 X3 X4 dl d2
d, 0 0,5 0 5,25 2,375 1 -0,375 225 42,9
Xo 30 0,5 1 0,25 0,875 0 0,125 25 100
Z;-C;i -5 0 -7,5 16,25 0 3,75 75

2. Test optimalnosti:
PretoZe indexné Cisla z-c; v tabul'ke 2.9 maju aj zaporné hodnoty, prislu$né rieSenie nie je
optimalne.
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3. Prechod k novému bazickému pripustnému rieSeniu:
» Premennou vstupujucou do bazického riesenia je nebazicka premenna x;, ktorej odpoveda
min(z; — ¢;) = min(-5,-7,5) = -7.5.
» Premennou vystupujucou z rieSenia je premennd d;, ktorej odpoveda
1
min——— =min(42,9;100) = 42,9.
o, > 0

Bazu odpovedajicu novej kombinacii bazickych premennych XX, tvoria vektory 53 R ?12

6 3
s maticou bazy B_ = .
2 2 8

Nové celkové bazické pripustné riesenie je nasledovné:
i;z = (X1 = O,X2 = 14,286,)(3 = 42,857,){4 = O,d1 = O,d2 =0).

Hodnota ti¢elovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:

f(x,)=20.0+30.14,286+15.42,857+10.0+0.0+0.0 =1071,429.

Transformovanu sustavu rovnic s novym bazickym rieSenim prepiSeme do tabulky 2.10,
v ktorej vypocitame odpovedajice indexné ¢isla.

2. iteracia (h=2) Tabulka 2.10
20 30 15 10 0 0 BZ
X5, s, a a, a, a, ay a4 Bz OL‘Z1 >0
X| Xy X3 X4 d, d; 1

X3 15 0,095 0,452 | 0,190 | -0,071 42,857 450

Xo 30 0,476 0,762 | -0,048 | 0,143 14,286 30

() Ll K]
() el P

Z;-Cj -4,286 19,643 | 1,429 | 3,214 | 1071,429

2. Test optimalnosti:
Pretoze indexné Cisla z-c; v tabulke 2.10 obsahuji zaporni hodnotu, rieSenie v tabulke
2.10 nie je optimalne.

3. Prechod k novému bazickému pripustnému rieSeniu:
* Premennou vstupujucou do rieSenia je premenna X;, ktorej odpoveda jediné zaporné
indexné Cislo —4,286.

* Premennou vystupujucou z rieSenia je premennd X, ktorej odpoveda
2

min = min(450,30) = 30.

oc,21>0
1

Bazu odpovedajucu novej kombindcii bazickych premennych XX tvoria vektory 53 , 51

_ 6 2
s maticou bazy B_ = .
(2 4

Nové celkové bazické pripustné riesenie je nasledovné:

X' =(x =30,x =0,x. =40,x =0,d =0,d_=0).
B3 1 2 3 4 1 2
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Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieseni rovna:

f(x )= 20.30+30.0+15.40+10.0+0.0+0.0 =1200.

Transformovanu sustavu rovnic s novym bazickym rieSenim prepiSeme do tabulky 2.11,
v ktorej opit’ vypocitame odpovedajuce indexné cCisla.

Pretoze v tabulke 2.11 nie je ziadne zaporné indexné ¢islo, odpovedajuce bazické pripustné
rieSenie je rieSenie optimalne.

3. iteracia (h=3) Tabulka 2.11

20 30 15 10 0
X3 Cp; a a, a, a, a; a4 B3

X1 X2 X3 X4 d1 dz

X3 15 0 -0,2 1 0,3 0,2 -0,1 40

X1 20 1 2,1 0 1,6 -0,1 0,3 30

Z;-C; 0 9 0 26,5 1 4.5 1200
Priklad 2.17.

RieSme simplexovou metddou tlohu obsiahnutt v priklade 2.2 (Cast’ 2.1), ktorej EMM je
sformulovany a vyjadreny v Standardnom tvare (pozri priklad 2.8) nasledovnym sposobom:

Utelova funkcia:
f=21,3125x; + 25,4065%, + 0d; + 0d,— maximum
Obmedzujice podmienky:

xl  + x2 =7
5,5x1 + 6,1x2 -dl =40
9,7x1 +  13,04x2 +d2 =130

Podmienky nezapornosti:
X1, X2, dl, d2 > 0.

Riesenie:
Uvedeny model bude mat’ po transformacii na kanonicky tvar pomocou umelych
premennych (pozri priklad 2.15) nasledovny tvar:

Ucelova funkcia:
f=21,3125x; + 25,4065x, + 0d; + 0d, —1000u; —1000u,— maximum
Obmedzujice podmienky:

x1 + x2 +ul =17
5,5x1 + 6,1x2 -dl +u2 =40
9,7x1 + 13,04x2 +d2 =130

Podmienky nezapornosti:
X1, X2, dy, da, up, u2 > 0.
Vychodiskovi bazu tvoria jednotkové vektory 54 , 55 , 56 priradené k bazickym
0 1 0

premennym d,, u;, Uy, s maticoubazy Bo={0 0 1

1 0 O
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Vychodiskové celkové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:

X! =(x =0,x_=0,d =0,d_=130,u_=7,u_=40).
0 I 2 I 2 1 2

B

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieseni rovna:
f(iBO) =21,3125.0 + 25,4065.0 + 0.0 + 0.130 —1000.7 —1000.40 = -47000.

Cely postup rieSenia ulohy je uvedeny v tabulke 2.12, ktora je UspornejSim zapisom
simplexovej metody, pretoze obsahuje vSetky iteracie, potrebné k ziskaniu optimalneho rieSenia.
Zahlavie tabulky sa v iteraciach nemeni, preto bude spolo¢né pre vsetky iteracie. Tabulky
odpovedajiice jednotlivym iteraciam su od seba oddelené hrubou ¢&iarou, indexny stipec
a indexny riadok v tabul’kach je farebne zvyrazneny. Rovnako tmavs§im odtiefiom je zvyrazneny
1 kI'aCovy prvok.

Indexné cisla nachadzajiice sa v poslednom riadku vychodiskovej simplexovej tabulky
vypocitame na zéklade vztahu (2.61) nasledovnym sposobom:

1
x iz —c =(=1000 —1000 0) 5,5 |-213125=-6521313
9,7
1
x iz —c =(=1000 —1000 O0){ 6,1 |-254065=-7125407
13,04
0
u iz, —c =(=1000 —1000 0)I 1 |—(~1000)=0.
0

Hodnotu ucelovej funkcie odpovedajucej vychodiskovému rieseniu moézeme vypocitat
podla vzt'ahu (2.62) nasledovnym sposobom:

7
f(x )=¢' b=(-1000 —1000 0)| 40 |=-47000.
BO BO
130

Ked'Ze ide o maximalizacntl ulohu a v indexnom riadku v tabul’ke vychodiskového riesenia
su zaporné indexné Cisla, uvedené rieSenie nie je optimalne.

Do rieSenia vstupuje premenna x, , ktorej prislucha najmensSie zdporné indexné cislo.
Premennou vystupujucou z rieSenia je premenna u, nachadzajica sa v riadku, ktorému

i

a >0
i2

odpoveda najmensi podiel = 6,557. Cize stipec odpovedajuci premennej x, je kPidovy

stipec a riadok odpovedajuci premennej u, je kl'aCovy riadok. Klacovy prvok s hodnotou 6,1 sa
nachadza v priesecniku kl'icového stlpca a kI'aicového riadku.

Tabulka odpovedajuca 1. iteracii obsahuje novi kombinaciu bazickych premennych

1 1 0
uy, X», d,. Bazu tvoria vektory 55 ,52,54 s maticou B, = | 0 6,1 0.

0 13,04 1
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Hodnoty v tabulke odpovedajicej 1. iteracii sme ziskali transforma¢nym procesom ststavy
rovnic z vychodiskovej tabul’ky na kanonicky tvar pri novej kombinacii bazickych premennych,
ktorého techniku sme podrobnejsie vysvetlili pri rieSeni tlohy v priklade 2.16.

Celkové bazické pripustné rieSenie odpovedajuce uvedenej baze je nasledovné:
f(; = (X1 = O,X2 = 6,557,d1 = O,d2 = 44,492,u1 = 0,443,u2 =0).

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f( XBI )=21,3125.0 + 25,4065.6,557 + 0.0 + 0.44,492 —1000.0,443 —1000.0 = -276,023.

Hodnoty indexnych ¢isiel vypocitame na zaklade vztahu (2.61).

Riesenie tlohy z prikladu 2.17 simplexovou metddou Tabul’ka 2.12
21,3125 25,4065 0 0 -1000 -1000 Bh
b, C i g i |4a | a i i o
Bh| Bh | 2 3 4 5 6 h o > 0
X X, d d; uy u
N u; [ -1000 1 1 0 0 1 0 7 7
2 2w, | -1000 5,5 6,1 -1 0 0 1 40 6,557
£4 4 0 9,7 13,04 0 1 0 0 130 9,969
=T oz -6521,313 | -712540 | 1000 | © 0 0 | -47000
o u; | -1000 0,098 0 0,164 0 1 -0,164 0,443 2,7
3 X) 25,4 0,902 1 -0,164 0 0 0,164 6,557 -
2 d, 0 -2,057 0 2,138 1 0 -2,138 | 44,492 | 20,813
— Zi~Cj -96,766 0 -168,1 0 0 1168,1 | -276,02
< d 0 0,6 0 1 0 6,1 -1 2,7
S | x, | 254 1 1 0 0 1 0 7
—
2 d, 0 -3,34 0 0 1 -13,04 0 38,72
o Zi-Cj 4,094 0 0 0 1025,41 1000 177,84

V indexnom riadku v tabul’ke odpovedajicej 1. iteracii sa vyskytujua stale zdporné indexné
Cisla, teda prislusné rieSenie nie je optimalne.
Do rieSenia vstupuje premenna d;, ktorej prislicha najmensSie zaporné indexné Cislo.
Premennou vystupujicou z rieSenia je premenna u; nachadzajica sa v riadku, ktorému
1

odpoveda najmensi podiel o
i3

ariadok odpovedajuci premennej u; je kl'aCovy riadok. Kl'a€ovy prvok s hodnotou 0,164 sa
nachadza v priesecniku kl'acového stlpca a kI'icového riadku.

—iO =2,7. Stipec odpovedajuci premennej d; je kl'acovy stipec
>

Tabulka odpovedajuca 2. iteracii obsahuje novi kombinaciu bazickych premennych

0 1 0
di, x5, d. Bazu tvoria vektory 53 ,52 , 54 s maticou B, = | —1 6,1 0.
0 13,04 1

Hodnoty v tabulke odpovedajicej 2. iteracii sme opidt’ vypocitali transformaénym
procesom sustavy rovnic na kanonicky tvar pri novej kombinacii bazickych premennych.
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Celkové bazické pripustné riesenie odpovedajuce uvedenej baze je nasledovné:

7 =(x =0,x. =7,d =2,7,d. =38,72,u =0,u_=0).
B2 1 2 1 2 1 2

Hodnota ucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f(f(Bz )=21,3125.0 + 25,4065.7 + 0.2,7 + 0.38,72 —1000.0 —1000.0 = 177,8455.

Hodnoty indexnych cisiel vypocitame opdt na zéklade vztahu (2.61). Vidime, Ze sa
v indexnom riadku nevyskytuje Ziadne zaporné ¢islo, rieSenie vypocitané v 2.iteracii je rieSenim
optimalnym.

Priklad 2.18.
RieSme simplexovou metddou tlohu obsiahnutt v priklade 2.3 (Cast’ 2.1), ktorej EMM je
nasledovny:

Utelova funkcia:

f=15x; + 18x; + 24x3 + 26x4 — minimum
Obmedzujtice podmienky:

4X1 + 3X2 + 6X3 +5X4 < 24,5

6X1 + 5X2 + 8X3 +7X4 > 38

3X1 + 7X2 + 9X3 +7X4 >43.
Podmienky nezapornosti:

X1, X2, dl, dz > 0.

Riesenie:

Pomocou doplnkovych premennych, ktoré na l'avej strane prvej obmedzujicej podmienky
pripo¢itame a na pravych stranach druhej a tretej podmienky odpocitame, prepiSeme ulohu
do standardného tvaru. Do ucelovej funkcii dame doplnkovym premennym nulové ocenenia.
EMM ulohy v standardnom tvare je nasledovny:

Ugelova funkcia:
f= 15X1 + 18X2 + 24X3 + 26X4 + 0d1 + 0d2 + Od3—) minimum

Obmedzujice podmienky:
4X1 + 3X2 + 6X3 +5X4 + d1 = 24,5
6X1 + 5X2 + 8X3 +7X4 -d2 =38
3x1 + 7Xy + 9x3 +7X4 -d; =43,

Podmienky nezapornosti:
X1, X2, X3, X4, dy, da, d3 2 0.

Kénonicky tvar uvedeného modelu vytvorime tak, ze na lavé strany obmedzujucich
podmienok, v ktorych nie su pripoc¢itané doplnkové premenné, pripocitame nezaporné umelé
premenné, ktorym do ucelovej funkcii priradime nepriaznivé prohibitivne ocenenia M, ktoré
vzhladom na to, Ze loha ma minimalizacny charakter, polozme velké kladné ¢islo, napr.
M = 10000.

Rozsirena uloha bude mat’ nasledovny tvar:

Ucelova funkcia:
f=15x; + 18x, + 24x3 + 26x4 + 0d; + 0d, + 0d; + 10000u; + 10000u,— minimum

Obmedzujice podmienky:
4X1 + 3X2 + 6X3 +5X4 + d1 = 24,5
6X1 + 5X2 + 8X3 +7X4 -d2 +u1 =38
3X1 + 7X2 + 9X3 +7X4 -d3 +u, =43.

Podmienky nezapornosti: X1, X2, X3, X4, di, da, d3 0y, up 2 0.
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Vychodiskova bazu tvoria jednotkové vektory 55,58,59 priradené k bazickym premennym

1 0 O
di, u;, up, smaticouBy={0 1 O0].
0O o0 1

Celkové vychodiskové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:

T =(x =0,x. =0,x_=0,x =0,d =245d_=0,d =0,u =38u_=43).
BO 1 2 3 4 1 2 3 1 2

Hodnota tucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f( XBO ) = 15.0+18.0+24.0+26.0+0.24,5+0.0+0.0+10000.38+10000.43 = 810000.

Cely postup rieSenia tlohy je uvedeny v tabulke 2.13.

V tabulke 2.13 sme vzhladom k velkym hodnotam indexnych ¢isiel formalne indexny
riadok zj-c; rozdelili na dva riadky z; a —c;, pricom v tabul’ke za M nedosadzujme zvolent
hodnotu. Sadzbu M dame na zaciatok riadku, v ktorom si uvedené iba cisla pri M.
Nezabudnime vSak na to, Ze M = 10000 a indexné ¢isla maju tvar z-c;. Napriklad indexné cislo

4
Z1—C1= (O 10000 10000). 6 |—15=89985 zapiSeme do simplexovej tabulky
3
nasledovnym spdsobom:
4
- do prvého riadku: 7 = (O M M). 6 |=9M napiSeme cislo 9,
3

- do druhého riadku: -c; =-15.

Z tab. 2.13 je zrejmé, ze vychodiskové rieSenie nie je optimalne, pretoze obsahuje kladné
indexné Cisla (ide o minimaliza¢nu tlohu). Premennou vstupujicou do rieSenia je premenna X3,
premennou vystupujiicou z rieSenia je premenna d;. Odpovedajtci kl'iovy riadok a klicovy
stipec ako i k'a¢ovy prvok su v tabul’ke farebne zvyraznené.

V casti tabulky ,,1.iteracia® je uvedena transformovana ststava rovnic s bazickym rieSenim
odpovedajucim novej kombinacii premennych x3;, u;, u,. Béazu tvoria vektory 53,58,59

6 0 O
s maticoubazyB;=|8 1 0].
9 0 1

Odpovedajuce celkové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:

X' =(x =0,x_=0,x_=4,083,x =0,d =0,d_ =0,d. =0,u =57333,u_=6,25).
BI 1 2 3 4 1 2 3 1 2

Hodnota ti¢elovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f( )ZBI )=15.0+18.0+24.4,083+26.0+0.0+0.0+0.0+10000.5,333+10000.6,25=115928.

V simplexovej tabulke odpovedajucej 1.iteracii je uvedena hodnota vyjadrena v tvare:
11,583M + 98.
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Pretoze indexné ¢isla odpovedajice uvedenému rieSeniu obsahuji aj kladné hodnoty,
uvedené rieSenie nie je optimalne. Premennou vstupujucou do rieSenia je premenna X,
premennou vystupujicou z rieSenia je premenna u,. Odpovedajtci kl'aovy riadok a klaicovy
stipec ako i kl'i¢ovy prvok su v tabul’ke farebne zvyraznené.

Riesenie tlohy z prikladu 2.18 simplexovou metédou Tabulka 2.13
15 18 24 26 0 0 0 M M
X c a a a a a a a a a 2
h Bo| Bn | 4 4, 4, 4, 4, i 4, i 4 Bh
X1 X9 X3 X4 d1 dz d3 u; Uy
d, 0 3 1 0 0 0 24,5
2w M 6 5 0 -1 0 1 0 38
SE w M 3 7 9 7 0 0 -1 0 43
'g >
;3 z M 9 12 17 14 0 -1 -1 0 0 81
-Cj -15 -18 -24 -26 0 0 0 0 0 0
X; 24 | 0,667 | 05 1 0,833 | 0,167 0 0 0 0 4,083
© u; M 0,667 1 0 0,333 | -1,333 -1 0 1 0 5,333
e w M 3 2,5 0 -0,5 -1,5 0 -1 0 1 6,25
Q
Tz M -2,333 3,5 0 -1,667 | -2,833 -1 -1 0 0 11,583
-Cj 1 -6 0 -6 4 0 0 0 0 98
X3 24 1,267 0 1 0,933 0,467 0 0,2 0 -0,2 2,833
= u; M 1,867 0 0 0,533 | -0,733 -1 0,4 1 -0,4 2,833
~§ X, 18 -1,2 1 0 -0,2 -0,6 0 -0,4 0 0,4 2,5
Q
'j. z M 1,867 0 0 0,533 | -0,733 -1 0,4 0 14 2,833
-¢; 6,2 0 0 72 0,4 0 24 0 2.4 113
Xs 24 0 1 0,571 | 0,964 | 0,676 | -0,071 | -0,679 | 0,071 0,911
< X1 15 1 0 0 0,286 | -0,393 | -0,536 | 0,214 | 0,536 | -0,214 1,518
g X 18 0 1 0 0,143 | -1,071 | -0,643 | -0,143 | 0,643 | 0,143 | 47321
wlz M 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0
-¢j 0 0 0 -5,423 | -2,036 | -3,321 | -1,071 3,321 1,071 122,411

V Casti tabul’ky ,,2.iteracia“ je uvedena transformovana sustava rovnic s bazickym rieSenim
odpovedajucim novej kombinacii premennych x;, uj, X,. Bazu tvoria vektory 53,58,52

6 0 3
s maticoubazyB,=|8 1 5
9 0 7

Odpovedajuce celkové bazické pripustné rieSenie je nasledovné:

X' =(x =0,x_=25x_=2833,x =0,d =0,d_=0,d_ =0,u =2,833,u_=0).
B2 1 2 3 4 1 2 3 1 2

Hodnota tucelovej funkcie sa pri uvedenom rieSeni rovna:
f(X 5, )=15.0+18.2,5+24.2,833+26.0+0.0+0.0+0.0+10000.2,833+10000.0=28443

(2,833M+113).
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