4.1 Bodovy odhad
Princip bodového odhadu spociva v odhade neznamych parametrov (strednej hodnoty,
rozptylu, smerodajnej odchylky, atd’.) prostrednictvom vyberovych charakteristik, ktoré st

reprezentované jednym ¢islom (bodom).

POJMY
v Zé&kladny stbor v' Vyberovy priemer
v Vyberovy stibor v Vyberovy rozptyl
v Vyberové skimanie v Vyberova smerodajna odchylka
v’ Parametre zakladného stboru v' Vyberovy podiel
v' Vyberové charakteristiky v’ Vlastnosti bodového odhadu
v Estimator
VZORCE

Odhad strednej hodnoty pomocou vyberového priemeru

kde: x; —hodnota Statistického

estu=x
znaku
. _ . .
>x. X - aritmeticky priemer
< J 14 v )
< ni — absolutna pocetnost
n m — pocet tried

Odhad rozptylu pomocou vyberového rozptylu
kde: x;—hodnota Statistického

2 2
estc” =s
! znaku
n ., X - aritmeticky priemer
Z (Xi _X) 1 J v 5
2 g ni — absolutna pocetnost
S = W .
1 n-1 m — podet tried

Odhad smerodajnej odchylky pomocou vyberovej smerodajnej odchylky

esto=s,

kde:  x;—hodnota Statistického
znaku
X - aritmeticky priemer

1 v. Lt L1

Odhad podielu pomocou vyberového podielu

estmt= o,
P kde:  x;—hodnota Statistického
n, znaku
pP=- X - arltmetlcky priemer

1 v. Lt L1



FUNKCIE V EXCELI

= RANDBETWEEN (doln4 hranica, horna hranica)
= AVERAGE (¢islol, ¢islo2,...)

= VAR (Cislol, ¢islo2,...)

= STDEV (¢islol, ¢islo2,...)

RIESENY PRIKLAD

Uloha: Uskutoénit’ vyberové skiimanie, pri¢om zakladnym stborom ostava stibor 129 doteraz

analyzovanych pol'nohospodérskych podnikov. Z vyberového suboru nasledne vypocitat
vyberové charakteristiky, ktoré¢ budu bodovym odhadom parametrov celého zékladné stiboru.

Zadanie: Vytvorte ndhodnym spdsobom vyberovy subor srozsahom 20 Statistickych
jednotiek, z ktorého vypocitajte vyberové charakteristiky. Analyzy realizujte na Statistickom

znaku priemerny mesacny zarobok. Na zéklade vyberového suboru urobte odhad podielu

druzstiev v skimanom subore.

RieSenie: Prvym zadanim je vytvorit’ vyberovy subor. Budeme vychadzat' z jednoduchého
nahodného vyberu, tzn., Ze zo zékladného suboru 129 pol'nohospodérskych podnikov
nahodne vyberieme 20 podnikov, ktoré budu tvorit’ vyberovy stbor. Pri vytvarani je mozné
vyuzit’ matematickl funkciu RANDBETWEEN (slide 4.1), ktora po zadané¢ minimalnej (1)
a maximalnej (129) hodnoty ndhodne nageneruje Cislo. Po skopirovani tejto hodnoty do
d’alsich buniek (n=20, t.j. musime nakopirovat’ este 19 d’alsich hodnot) dostavame jednotky’
vyberového suboru.

Slide 4.1

Function Arguments El

AMDBETWEEN
Eottom |1 =1
Top [ 129 5] =120

= g3
Returns a random number between the numbers vau specify.,

Top is the largest integer RANDEETWEEM will return,

Formula result = 12

Help an khis Funckion i I Cancel

! Nagenerované hodnoty vo vyberovom stbore predstavuju &sla podnikov, u ktorych budeme skumat’ priemerné
mesacné zarobky.



Cisla, ktoré sme ziskali, predstavuju poradové ¢&isla podnikov, na zéklade ktorych vyberieme
podniky do vyberového suboru. Vytvoreny vyberovy subor vyzera potom nasledovne:

Tabulka 1: Vyberovy subor priemernych mesacnych zdrobkov za rok 2005

Porad.é. |Cislopodniku| Forma | ROK2005
83 4965 ostatng 18125
40 4018 drufstvo | 1028448
35 3634 dnitstvo 13250
20 3624 drugstvo | 1479732
79 4035 ostatné | 1358333
37 4017 ostatné | 1618137
129 5012 ostatng 7125
85 4966 drufstvo | 1500848
34 4016 ostatnd | 10632,30
113 4995 ostatnd | 1408800
BE 4967 ostatnd 85119
115 4996 dnizstvo 020,83
87 4041 ostatné | 1134206
93 4951 dragstvo | 1110725
25 3627 drizstvo 4797 61
126 4303 ostatnd 053571
30 3630 ostatng 119423
103 4793 dnizstvo 575862
71 4031 ostatné | 13966 66

5 3614 ostatng 12654,1

Po vytvoreni suboru moézeme pristipit’ k vypoctu vyberovych charakteristik. Vychadzame
z malého rozsahu hodnot (20), tj. Gdaje nie je potrebné triedit. Pri vypocte vyuzijeme
funkcie, ktoré¢ ndm Excel ponﬁka.2

Vyberovy priemer

Pouzijeme funkciu AVERAGE. Hodnota vyberového priemeru sa rovna 11 544,62.

Interpretacie uvedieme opit’ v zavere po dopocitani ostatnych vyberovych charakteristik.

Function Arguments El

AVERAGE
Number1 |3 e = {15125;10254, 48,12
Numl:-erzl :n_j =

= 11544,62
Returns the average (arithmetic mean) of its arguments, which can be numbers ar names,
arrays, or references that contain numbers,

Mumber1: number1;number;. .. are 1 to 30 numetic argurments For which you wank
the average.

Formula result = 11 544,62
Help on this Funckion I I Cancel
Vyberovy rozptyl

2 Pri vypoite by bolomozné vypogitat charakteristiky prostrednictvom vzorcov alebo vyuzit Data

Analysis/Summary Statistics (kapitola 2).



Na vypocet tejto vyberovej charakteristiky slizi funkcia VAR. Vysledna hodnota je
12 628 695,16.

Function Arguments El

BR.

118125, 10264, 45, 17

Murmberz I :n_j

126286595,16
Estimates wariance based on a sample {ignores logical values and text in the sample),

Mumber1: number 1 ;number;. .. are 1 to 30 numeric arguments corresponding o a
sample of a populatian,

Formula result = 1Z 628 695,16

Help on this Funckion (0] 4 I Cancel

Vyberova smerodajna odchylka

Smerodajni odchylku by bolo mozné dopocitat’ prostrednictvom dvoch funkcii. Vyuzitim
funkcie SQRT, t.j. odmocnili by sme vyberovy rozptyl alebo pomocou funkcie STDEV.

Vyberova smerodajna odchylka sa rovna 3 553,69.

Function Arguments El

TDEY

Number1 |3 ) = {18125;10284,48;12
Numl:uerZI :n_] =

= 3553,687545
Estimates standard deviation based on a sample (ignares logical values and text in the
samplel,

Mumber1: number1;number2;. .. are 1 ta 30 numbers carresponding ko a sample of a
population and can be numbers or references that contain numbers,

Formula result = 3 553,69

Help an khis Funckion i I Cancel

Vyberovy podiel

Poslednou ulohou v rdmcei bodovych odhadov bolo na zéklade vyberového suboru odhadntt’
podiel druzstiev v celom zakladnom subore, ktory ur¢ime na zéklade relativnej pocetnosti.
V subore mame 20 (n) podnikov, z nich je 8 (nl) druzstiev. Bodovy odhad vypocitame ako
8/20=0,4, t.j. 40%.

Interpretacia vysledkov:

Pri interpretacii vychadzame z vysledkov, ktoré sme vypocitali z vyberového suboru s cielom
robit’ zavery na cely zakladny subor. CiZe na zaklade vyberového priemeru odhadujeme, Ze
priemerné mesacné zarobky vo vsetkych pol'nohospodarskych podnikoch (zakladny stibor)

vroku 2005 boli 11 544,62 Sk. Odhaduje, Ze variabilita v zdkladnom sibore merand



rozptylom bola 12628 695,16 Sk?, tj. priemerné mesaéné zarobky pracovnikov
pol'nohospodarskych podnikov kolisali v roku 2005 £+ 3 553,69 Sk od priemeru. Vychadzajtc
z vyberového podielu odhadujeme, Ze z celkového poctu 129 polnohospodarskych podnikov
tvorili v roku 2005 druzstva 40% podnikov.
Vyhodou bodového odhadu je, ze vysledny odhad nezndmeho parametra je tvoreny jednou
hodnotou. Ked’ze vSak bol vyberovy subor vytvarany nahodnym spdsobom, tak aj vyberové
charakteristiky su vlastne nahodné premenné. Keby sme z toho istého zdkladného stboru
vytvorili d’al§i vyberovy subor ndhodnym spoésobom, je vysoko pravdepodobné, ze v novom
vyberovom subore by sa nachadzali iné¢ Statistické jednotky, t.j. pri odhade by sme sa
dopracovali k inym hodnotdm vyberovych charakteristik. Z uvedeného vyplyva, ze bodovy
odhad je sice presny (vysledkom je jedno cislo), ale malo spolahlivy. Z tohto dévodu sa
CastejSie vyuzivaju intervalové odhady.
4.2 Intervalovy odhad

Ako uz bolo vyssie spomenuté vyhodou intervalovych odhadov je ich spolahlivost'.
Podstata intervalového odhadu spociva v urceni hranic intervalu spolahlivosti pri zadanej

pravdepodobnosti.

POJMY

v" Parametre zakladného suboru

Interval spol’ahlivosti
Vyberové charakteristiky Pripustné chyba
Spol’ahlivost’ odhadu Normované normalne rozdelenie
Koeficient spol'ahlivosti Studentovo t- rozdelenie

Riziko odhadu

<N X X
AN NN N

chi kvadrat rozdelenie

VZORCE




Interval spolahlivosti pre strednu hodnotu: n>30

PxX-A<u<x+A)=l-a kde: Xx- Vy‘t,)erovyr priemer
A - pripustné chyba
A=u,_,, 2 u,_,,- kvantil normovaného

N

normalneho rozdelenia
o —smerodajna odchylka

Interval spolahlivosti pre strednu hodnotu: n<30

PX-ALu<x+A)=1-«a kde: X - vyberovy priemer
~ s, A - pripustné chyba
A=t, ﬁ t, - kvantil Studentovho t-
rozdelenia

s, — vyberova smerodajna

Interval spolahlivosti pre rozptyl
kde:  y_,,- kvantil chi kvadrat

2 2
p((n_?'sl ggg(n_?'lezl_a rozdelenia
Kar Xan 7. ,- kvantil chi kvadrat

rozdelenia
s{ — vyberovy rozptyl

Interval spolahlivosti pre smerodajnu odchylku

o[ [1=D s .. |m-n- ) | kde: x4 _,,- kvantil chi kvadrat
2 =0= 2 =l rozdelenia
Ko Xiarn

72 - kvantil chi kvadrat
rozdelenia
s{ — vyberovy rozptyl

Interval spolahlivosti pre podiel

Pre velké vybery ak plati vztah: n o kde: p - vyberovy podiel
p-(1-p) u, ,,,- kvantil normovaného
1— 1— normalneho rozdelenia
P(p _ula/Z'\/¥ SASPpHU g, Pt . p) )=l-a 7 odhadovany podiel ZS
n —rozsah vyberového
stiboru

Pre malé vybery ak neplati vztah: n>———
p-(-p)
kde: n -rozsah vyberového stiboru
n, - pocetnost’ vyskytu skiimaného
nmp, /[(”1 +1).(I-p, )] :El—a/z,Z(nl+l),2r1z) znaku
n,=n-—mn,

Vyuzitim Fischerovho F rozdelenia

p, - dolnd hranica intervalu

spol’ahlivosti
p, — horna hranica intervalu

spolahlivosti
Foaromsn ) - kvantil Fischerovho

rozdelania s nrisluSnvmi stuniiami



np, /[(nl +1).(0-p, )] :Ea/z,z(nl+1),2;zz)

Rozsah vyberového suboru kde:  n-rozsah vyberového
., o suboru '
N=U g A2 u,_,,- kvantil normovaného
,  x(l-7x) normalneho rpzdelema
nN=U_g/2 A2 7 odhad podielu pomocou
p

FUNKCIE V EXCELI

= AVERAGE (¢islol, ¢islo2,...)

= VAR (¢islol, ¢islo2,...)

= STDEV (¢islol, ¢islo2,...)

= CONFIDENCE (alfa, smerodajna odchylka, rozsah vyberového suboru)
= NORMSINY (pravdepodobnost’)

= TINV (pravdepodobnost’, stupne vol'nosti)

= CHIINYV (pravdepodobnost, stupne vol'nosti)

= FIINV (pravdepodobnost’, stupne volnostil, stupne vol'nosti2)

RIESENY PRIKLAD

Uloha: Vychadzajuc zvyberovych charakteristik urobit’ intervalovy odhad, na zéklade

ktorého odhadneme nezname parametrov celého zdkladné stiboru pri zadanej spol'ahlivosti.
Zadanie: Vypocitajte:
a) 95% a99% interval spolahlivosti pre stredni hodnotu, rozptyl asmerodajnt
odchylku priemernych mesacnych zarobkov.
b) Urcite v akych hraniciach sa bude pohybovat’ podiel druzstiev z celkového poctu
podnikov pri 95% a 99% pravdepodobnosti.
Riesenie:
Pri ur€ovani intervalu spol'ahlivosti je potrebné vypocitat’ hranice intervalu, v ktorych sa bude
neznamy parameter pohybovat’ s vopred stanovenou pravdepodobnostou. V naSom priklade
chceme odhadnut’ hranice intervalov s 95%, resp. 99% spolahlivostou.
Interval spoPlahlivosti pre stredni hodnotu
Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu sa urci, ked’ k bodovému odhadu strednej hodnoty
(vyberovému priemeru) pri¢itame (vypocet hornej hranice), resp. od¢itame (vypocet dolnej
hranice) pripustnu chybu (delta). Pripustnd chyba teda predstavuje polovicu Sirky intervalu
spolahlivosti ajej velkost je zavisld na zvolenej spolahlivosti (u, ,,, ¢,), variabilite
zékladného stiboru (o) a rozsahu vyberového suboru (7). Opédt’ je mozné vypocitat’ pripustna

chybu bud’ mechanicky, prostrednictvom vzorca alebo pomocou funkcie.



a) vypocet pomocou vzorca
Do vzorca pre vypocet pripustnej chyby potrebuje poznat’ kriticki hodnotu znameho
teoretického rozdelenia, ktord uréime prostrednictvom funkcie. Ked'Ze rozsah
vyberového suboru je mens$i ako 30 (n=20), budeme pri vypocte vychadzat zo
Studentovho t-rozdelenia (funkcie TINV). Prvy parameter funkcie predstavuje zvolenu
pravdepodobnost’ (v pripade funkcie TINV sa pravdepodobnost’ rovnd « *) a druhy
parameter je parametrom Studentovho t-rozdelenia, ktory sa urci ako n—1.

Function Arguments ﬂ

TIMY

Probability |0,05 ] =005
Deg_Ffreedom |2|:|-1 :NJ =19

= 2,09302405
Returns the inverse of the Student's E-distribution,

Deqg_freedom is a positive integer indicating the number of degrees of freedom to
characterize the distribution.

Formula result = Z,09302405

Help on this Funckion O I Cancel

b) vypocet pomocou funkcie

Na vypocet pripustnej chyby slazi v Exceli funkcia CONFIDENCE. Tuto funkcie je
mozné pouzit’ len vtedy, ak je znama variabilita zdkladného suboru, resp. ak je n > 30,
tj. ak vychddzame znormovaného normélneho rozdelenia. Vychéadzajic zudajov

v priklade by pouzitie funkcie vyzeralo nasledovne:

? Vyuzitie funkcie prezentujeme pri 95% spolahlivosti (alfa=0,05). Rovnakym spésobom by sme postupovali aj
pri 99 % spolahlivosti, ¢ize alfa by sa rovnala 0,01.



Function Arguments ﬂ

OMFIDENCE
Alpha |0,05 ] =005
standard_dev |3553,69 ] = 355369
Size |20 ] =20

= 1557,444594
Returns the confidence interval For a population mean,

Size is the sample size,

Faormula result = 1557, 444694

Help on this Funckion (0] 4 I Cancel

Parametrami funkcie s hodnoty: a,c =s,,n.

Dalej je do vztahu potrebné poznat’ variabilitu zékladného suboru. Kedze vychiadzame
z predpokladu, Ze zakladny subor nepozndme, odhadneme jeho variabilitu na zdklade
bodového odhadu (esto =s,=3553,69). Uz mame urcené vSetky hodnoty potrebné do
vzt'ahu, je teda mozné dopocitat’ vysledni hodnotu pripustnej chyby ako aj hranice intervalu
spolahlivosti. Vysledné hodnoty su uvedené vo vystupe 4.2.. Vysledky budu interpretované
suhrnne po dopocitani ostatnych intervalov spol’ahlivosti.

Interval spolahlivosti pre rozptyl a smerodajnu odchylku

Pri intervale spolahlivosti pre rozptyl vychiddzame z y’rozdelenia. Ked’ze dané rozdelenie je
asymetrické, je potrebné vypocitat’ dva kvantily pre pravdepodobnost’ o /2 ako aj 1—a/2.
Na vypocet pouzijeme funkciu CHIINV?.

* Funkcia CHIINV je prezentovana len pre pravdepodobnost’ ¢t / 2 . Ekvivalentny postup by bol aj v pripade
pravdepodobnosti 1 —ar /2



Function Arguments El

HITMY
Probability |0,05/2 %] = 0,025
Deg_freedom |2|:|-1 :k_] =19

= 32,85232686
Returns the inverse of the one-tailed probabilicy of the chi-squared distribution,

Probability is a probability associaked with the chi-squared distribution, a walue
between 0 and 1 inclusive,

Formula result = 32, 90232656

Help on Ehis Funckion Ik I Cancel |

Ako parametre zadavame hodnoty pravdepodobnosti (« /2, resp. 1—a/2) a podobne ako pri

Studentovom t-rozdeleni druhym parametrom st stupne volnosti (n—1). Okrem nich je
potrebné do vzt'ahu doplnit’ eSte hodnotu vyberového rozptylu a rozsahu vyberového stiboru
a dopocitat’ hornt a dolnu hranicu intervalu spol’ahlivosti.

Ked’ze rozptyl nie je mozné interpretovat’, hranice intervalu spolahlivosti pre smerodajna
odchylku vypocitame odmocnenim hranic intervalu spolahlivosti pre rozptyl.

Interval spolahlivosti pre podiel

Pri vypocte vychadzame z binomického rozdelenia, ktoré za urcitych podmienok je mozné
aproximovat’ normdlnym rozdelenim. Pri praktickych vypoctoch je posta¢ujicou podmienkou

splnenie nasledujucej nerovnosti: n>———. Vtakomto pripade vychadzame

r(-p)
znormovaného normélneho rozdelenia a vypocet hodnoty u, ,,, realizujeme pomocou
funkcie NORMSINV(1-0v/2, p, G).

Pri overovani normality sme zistili, Ze nie je splnena potrebna podmienky aproximaécie
(20<37,5), preto pri vypoCte budeme vychadzat z Fisherovho F rozdelenia. Kvantily

Fischerovho rozdelenia uré¢ime pomocou funkcie FINV.



Function Arguments El

TMY

Probability |1-0,05/2

Deg_freedoml IZ*(B+1]I

Deg_freedomz |2*12

%] = 0,975
] =18
) = 24

= 0,3995658965

Returns the inverse of the F probability distribukion: if p = FDIST:, ... ), then FINY(p,...] = x,

Deg_freedom? is the denominator degrees of freedom, a number between 1 and 1010,

excluding 10-~10.

Formula result = 0, 399565965

Help on this Funckion

Ik I Cancel

Okrem pravdepodobnosti (1—a /2, resp. «/2), dalsimi parametrami funkcie st stupne

vol'nosti. Stupne volnosti 1 sa vypocitaji ako 2*(n, +1) astupne volnosti 2 ako 2*n,.

Intervaly spol'ahlivosti ( p,, p,) pre podiel dostaneme potom rieSenim ststavy dvoch rovnic,

ktoré su uvedené v ¢asti VZORCE.

Vypocitané intervaly spolahlivosti pre stredni hodnotu, rozptyl, smerodajnii odchylku

a podiel st uvedené v nasledovnom vystupe.

Vystup 4.2: Vypocet intervalov spolahlivosti

INTERVALOVY ODHAD:
STREDNEJ HODNOTY

l-a 0,95 0,99
o 0,05 0,01
to 2,09 2,86
delta 1 663,18 2 273,38
DH 9881,44 9271,24
HH 13 207,80 13 818,00
PODIELU

l-a 0,95 0,99
o 0,05 0,01
aproximacia 37,50 nie je mozna
odhad pomocou Fischerovho F rozdelenia
n 20

nl 8

n2=N-nl 12

F1l-a/2 0,40 0,29
F o/2 2,36 3,12

DH 12*pd/((8+1)*(1-pd))=0,51  12*pd/((8+1)*(1-pd))=0,50

pd 0,23 0,18

HH 12*ph/((8+1)*(1-ph))=2,36  12*ph/((8+1)*(1-ph))=3,12

ph 0,64 0,70

ROZPTYLU

1-o 0,95 0,99
o 0,05 0,01
x’ 1-o/2 8,91 6,84
a2 32,85 38,58
DH 7303750,79 6219 055,85
HH 26 940 410,07 35 059 352,55
SMERODAJNEJ ODCHYLKY

1-o 0,95 0,99
o 0,05 0,01
DH 2 702,55 2 493,80
HH 5190,42 5 921,09



Interpretacia vysledkov:

Na zaklade intervalu spol'ahlivosti pre stredni hodnotu odhadujeme, ze priemerné mesacné
zarobky pracovnikov sa vo vSetkych analyzovanych podnikoch (129) budi pohybovat
v intervale od 9 881,44 Sk do 13 207,80 Sk pri 95% pravdepodobnosti (spolahlivosti), resp.
v intervale od 9 271,24 Sk po 13 818 Sk pri 99% pravdepodobnosti. Odhadujeme d’alej, ze
variabilita v celom subore (129 podnikov) merand rozptylom bude v intervale od 7 303
750,79 Sk do 26 940 410,07 Sk pri 95% spolahlivosti, resp. od 6 219 055,85Sk* do 35 059
352,55 Sk* pri 99% spolahlivosti. Odhadujeme, Ze kolisanie priemernych mesa¢nych
zarobkov pracovnikov v celom stbore merané smerodajnou odchylkou sa bude pohybovat
v intervale od 2 702,55 Sk do 5 190,42 Sk (95% pravdepodobnost’), resp. od 2 493,80 Sk do
5921,09 Sk (99% pravdepodobnost’). Vychadzajic z vyberového podielu odhadujeme, ze
podiel druzstiev v celom subore sa bude nachidzat v intervale od 23% do 64% pri
spolahlivosti 95%, resp. v intervale od 18% do 70% pri spolahlivosti 99%.

Hoci je pri intervalovych odhadoch zarucena vyssia spolahlivost’, ich nevyhodou je to, ze
pozname len interval, v ramci ktorého sa bude odhadovany parameter pohybovat, t.j.
nepozname presne ktord hodnota v rdmci neho to bude. Dokonca pri zvySovani spolahlivosti
(z 95% na 99%), ako je mozné vidiet’ aj z vypoctov, sa intervaly spolahlivosti rozsiruju, ¢o je
pochopitel'né, pretoZe plocha pod krivkou predstavuje uz 99%, t.j. dolna hranica sa znizi a
horna hranica zvysi. Na druhej strane sa vSak pri zvySovani spol'ahlivosti znizuje presnost
odhadov. KedZe intervalovy odhad je zavisly nielen od zvolenej spolahlivosti, ale aj od
d’alsich hodnét (rozsahu vyberového stboru, variability zdkladného suboru), je vhodné
zvySovat’ presnost’ intervalového odhadu prave cez tieto hodnoty.



