Parcialne derivacie zloZenej funkcie

Zlozena funkcia s jednou vnutornou zlozkou

a— vnutorna zlozka funkcie, b- vonkajsia zlozka funkcie
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Priklad 1: Parcidlne derivacie 1. a 2. radu pre zloZenu funkciu
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Priklad 2: Parcialne derivacie 1. radu pre zloZentd funkciu
f:z=arctg(3x-2y)

RieSenie:

a=3x—2y =a,=(3x-2y) =3

=a|, =(3x-2y) =-2
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Priklad 3: Vypocitajme rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie
v dotykovom bode T =[2,4, z,]

RieSenie: Vypocitame tretiu suradnicu dotykového bodu:

70 = £ (2,4) :% s T=[24-2]

Parcialne derivacie prvého radu funkcie f(X,y):

!

ﬂ_(Zx—4yj _2-3x—(2x—4y)-3 _6x-6x+12y _12y 4y
OX 3x )y (3x)? 9x? 9x*  3x?

of (2x—4y) _ (0-4)-3x—(2x-4y)-0 -12x-0 4
y

3x (3x)? ox? 3

a_y_

Hodnoty parcialnych derivacii v bode [Xg, Yol =[2,4]
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Vypocitané udaje dosadime do rovnice dotykovej roviny a rovnicu upravime:
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Priklad 4: Vypocitajme rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie

frz=in—Y v dotykovom bode T =[1,2,7,]
2y —3x
RieSenie: Vypocitame tretiu suradnicu dotykového bodu
20=112) =lh—>2 -0 _1n10 = T =[L2,In10]
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Parcialne derivacie prvého radu funkcie f(X,y):
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Lokalne extrémy funkcie

Priklad 5: Vypocitajte stacionarne body a lokalne extrémy funkcie
f(x,y)= X2 —12xy +4y3 +6

RieSenie:
1. Vypocitame parcidlne derivacie prvého radu
Z—f = (X? —12xy +4y> +6)) = 2x —12y

X
ﬂ = (x2 —12xy + 4y3 + 6)'y = —12x+12y2

2. Stacionarne body funkcie zistime rieSenim stistavy rovnic
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2x-12y=0 = 2x=12y = Xx =06y
—12x+12y2=0

~12-6y+12y2 =0
—6y+y2=0
y(-6+y)=0 = y;=0, y, =6
= X]_:O, X2:36

Staciondrne body maju stradnice:
A=[0,0], B=[36,6]

3. Vypocitame parcialne derivacie druhého radu

0% f ,
ax—z = (2X—12y)x :2
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4. Pomocou determinantu D rozhodneme o existencii a druhu lokalneho extrému
0%t  o%f
2 2 =12
Determinant D = a;( 8);8y =
o%f  o%f| |-12 24y
yox  oy?
Hodnota determinantu pre stacionarny bod A=]0,0]
D 2 -2 j2 -1z 0-144=-144<0
= = — — e <
NOOT ™| 19 24.00 |-12 ©

Z toho vyplyva, ze funkcia f(x,y) nema extrém v stacionarnom bode A= [O, O].

Hodnota determinantu pre stacionarny bod B =[36, 6]
2 -12 2 -12
-12 24.6| |-12 144

Dajas ] = ‘ =288-144=144>0

Z toho vyplyva, ze dana funkcia f(x,y) ma lokalny extrém v stacionarnom bode B = [36, 6].
2

Pretoze pre hodnotu druhej parcialnej derivacie plati 2—2 =2>0,
X

funkcia ma v stacionarnom bode B =[36, 6] lokalne minimum.
Funk¢nd hodnota je

f(x,y)= X2 —12xy+4y3 +6
f(36,6) =362 —12-36-6+4-6° +6 = 1296 — 2592 + 864 + 6 = — 426

Viazané lokalne extrémy funkcie

Priklad 6: Vypocitajte viazané lokalne extrémy funkcie
Lagrangeovou metédou ndjdime lokélne extrémy funkcie f(x,y)=x3+y?,
ak podmienka vizby je 3x+2y—-10=0.

RieSenie:

1) Vytvorime pomocnu funkciu (Lagrangeovu)
F(x,y)=f(x,y)+4-9(x,y)

F(x,y)= X3 + y2 + A(3x+ 2y —-10)

F(x,y) = X3 +y? +3Ax+ 24y —104



2) Vypocitame parcialne derivacie 1. radu funkcie F(X,Yy):
‘2-F = (X3 +y2 +3x+24y—101) =3x% +0+34+0-0=3x2+31
X

F o (x+y? +3ix+24y—102) =0+2y +0+24-0 =2y + 24
oy

3) Stacionarne body a koeficient A vypocitame zo sustavy rovnic:
oF
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Zistili sme stacionarne body:
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A=[11 =1, B=[—,— Ay =—
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4) Vypocitame parcialne derivacie 2. radu funkcie F(X,Y):
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5) Determinant
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Determinant pre stacionarny bod A =[1,1]

6-1 0| |6 O
Dapay = o 2170 2 =12-0=12>0
Determinant je kladny, teda funkcia F(X,y) ma lokalny extrém v stacionarnom bode
2

A =[11]. Pretoze pre hodnotu druhej derivacie plati ZTL: =6>0,

funkcia F(X,y) ma v staciondrnom bode A =[1,1] lokalne minimum.
Pre funkciu f(Xx,y) to znamena, Ze v bode A=[1,1] ma
viazané lokalne minimum.

Funkénd hodnota f(x,y)=x3+y? = f@11)=13+12=2

Determinant pre stacionarny bod B = [_75 , %]
-5
= -15 0
505 =07 Y =‘ ‘:-30-0:—30<0

funkcia F(X,y) nema lokalny extrém v stacionarnom bode B = [_75 : ?] :

funkcia f(x,y) nema viazany lokalny extrém v bode B = [_75 : %] :

Priklad 7: Vypocitajte viazané lokalne extrémy funkcie
a) Lagrangeovou metodou najdime lokalne extrémy funkcie f(x,y)= x? — 2y2 +3, ak
podmienka vidzby je X+y—-4=0.
RieSenie:
1) Vytvorime pomocnt funkciu (Lagrangeovu)
F(xy)=f(xy)+1-g9(xy)
F(X,y) = X? —2y? +3+ A(x+y—4)
F(X,y)= X2 —2y? +3+ X+ Ay — 44

2) Vypocitame parcialne derivacie 1. radu funkcie F(X,Y):

‘;—F= (X% —2y% + 34 X+ Ay —42) = 2%+ A
X

%: (X2 —2y? + 3+ X+ Ay —4) =—4y+ 4



3) Stacionarne body a koeficient A vypocitame zo sustavy rovnic:

F _y
OX
2x +4=0 2Xx +41=0 = A=-2x
QE:O = —-4y+1=0 = -4y+1=0
o X+y—-4=0 X+y—-4=0
g(x,y)=0
—4y+(-2x)=0 = -2y-x=0 = -2y=X
X+y—-4=0
-2y+y—-4=0
-y—-4=0

y=—4 = X=-2y= x=-2-(-4)=8
= A1=-2x=-2-8=-16

Stacionarny bod: A=[8,—4] pre 1=-16

4) Vypocitame parcialne derivacie 2. radu funkcie F(X,Y):
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Determinant pre stacionarny bod A =[8,—4]

Determinant je zaporny, funkcia F(x,y) nema lokalny extrém v stacionarnom bode
A=[8,—4]. Funkcia f(x,y) nema viazany extrém VvV bode A=[8,—4].

b) Dosadzovacou metodou najdime lokalne extrémy funkcie f(X,y)= — 2y2 +3, ak
podmienka vidzby je X+y—-4=0.
RieSenie: y=4-X
f(x,y)=x?-2y?+3
f(X,y)=x*>—2(4—x)*> +3=x*—2(16 —8x+ X?) +3
= %% —32+16x —2x° +3 = —x* +16x—29 = F(x)



F(X) = (=X +16x — 29)' = —2x +16
F(x))=0 = -2x+16=0 = -2x=-16
=>X=8 =>y=4-X =>y=4-8=-4
F(x)" = (-2x+16)'=—2<0 = v bode x =8 ma funkcia F(X) lokalne maximum,
stacionarny bod A=[8,—4]
Funkcia f(x,y)=x?—-2y? +3 ma viazané lokalne maximum v bode A =[8,~4]
Funkénd hodnota: f(x,y)=x?—-2y?+3, f(8—-4)=82-2-(—4)2+3=64-32+3=35

Priklad 8: Najdime lokalne extrémy funkcie f(X,y)= X% + y2 —5xy +160,
ak podmienka vézby je x+y=10.

Riesenie: Lagrangeova metoéda, vytvorime pomocnu funkciu (Lagrangeovu)
F(xy)=f(xy)+1-9(xy)
F(X,y) = x* + y? —5xy +160 + A(x + y —10)

Vypocitame parcialne derivacie 1. radu funkcie F(x,Yy):

Fe=fo(Gy)+4-05 (X, y)= 2x-5y+ 4
Fy=fy(xy)+4-gy(x y)= 2y-5x+1

Stacionarne body a koeficient 4 vypocitame zo Sustavy rovnic:

F, =0 2x—-5y+4 =0
Fy =0 & 2y-5x+4 =0
g(x,y)=0 X+y=10

Z prvej rovnice vyjadrime A:
A =5y—-2x
Dosadime za 4 do druhej rovnice a dostaneme:
2y —-5x+5y-2x=0 = 7y-7x=0
Z tejto rovnice vyjadrime neznamu X:
X=Yy
a dosadime do rovnice vizby:
y+y=10 = 2y=10 = y=5
Zistili sme stacionarny bod funkcie:
y=5 x=5 pre A=15
Vypocitame parcialne derivacie 2. radu funkcie F(X,Yy):
F=2, Fy=-5, Fy=2, F=-5

Determinant pre stacionarny bod [5, 5] ma hodnotu |D| =

N

-5
2‘=4—25=—21>0.

Z toho vyplyva, Ze funkcia F(X,y) nema extrém Vv stacionarnom bode [3, 2].

Pre funkciu f(X,y) to znamena, Ze v bode [3, 2] nema viazany lokalny extrém.
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Viazané extrémy: aplikicia
Bak.praca BRNO 2012 http://is.muni.cz/th/357006/prif b/BP_Palatinusova.pdf

Priklad 15. Pomocou W jednotiek price a K jednotiek kapitdlu, firma dokidze vyprodu-
kovat'P jednotiek vyrobku, pricom P(W,K) = 113W + 15K + 3WK — W? = 2K?. Niklady
na jednotku price si 60 €. na jednotku kapitilu 100€. Firma ma na vyrobu k dispozicii
7200€.

a) Metédou Lagrangeovych multiplikdtorov uréte mnoZstvo jednotiek price a kapitilu,
ktoré by mala firma pouZzit, aby maximalizovala svoju produkciu.

b) Dokizte, Ze v tejto maximadlnej vySke produkcie sa pomer medzného produktu price
a medzného produktu kapitdlu rovnd pomeru ich jednotkovych nikladov.

Riesenie. a) Hladime maximum funkcie

P(W.K) = 113W + 15K + 3WK = W2 = 2K2,

viazanej podmienkou
g =60W — 100K — 7200 = 0.

Prislichajica Lagrangeova funkcia ma tvar

L(W.K,A) = 113W + 15K +3WK = W? = 2K* — A(60W + 100K — 7200).

Hladdme staciondrne body funkcie L

Ly =11343K=2W =604,
Lxg=1543W =4K - 1004,
g =60W + 100K =7200 =0.

RieSenim tejto sistavy rovnic dostivame W=70, K=30 a A = 1,05. Uréime druhy
diferencidl funkcie L

d’L = =2(dW)* + 6dKdW —4(dK)>.

Z vizobnej podmienky plynie vztah
60dW + 100dK = 0.

Dosadenim do druhého diferencidlu funkcie L dostivame
5 176

d’L==-2. (—gdK)z —4(dK)* + 6dK (—3dK) = —-9—(dl<)3.

Vzniknutd kvadratickd forma je negativne definitni. V staciondrmmom bode teda
nastdva lokdlne maximum.

Firma maximalizuje svoju produkciu, ak pouZije 70 jednotiek préice a 30 jednotiek
kapitdlu.

Druhy diferencial sme nepreberali. Zistenie extrému pomocou determinantu:

-2 3
= |3 -4 |=8-9=-1<0, zaver: nema extrém v bode [W, K] =[70, 30].
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