EKONOMICKE APLIKACIE PARCIALNYCH DERIVACII PRVEHO RADU
FUNKCIE DVOCH REALNYCH PREMENNYCH

Priklad 1.
Podnik vyraba dva druhy osviezujucich napojov A a B. Funkcia celkovych nékladov pri ich
vyrobe je dand rovnicou
C(xy)= 1,2x2 + y2 — Xy +20x+80y +300,
kde X je mnozstvo napoja A a y je mnozstvo napoja B (v hektolitroch). Predpokladajme, ze
uroven produkcie je Xy =300 hl, yo =400 hl.
a) Vypocitajme celkové naklady pri danej trovni produkcie.
b) Zistime, ¢i je vyhodnejsie zvySovat’ produkciu napoja A pri zachovani povodnej produkcie
napoja B, alebo je vyhodnejsie zvySovat’ produkciu népoja B pri zachovani povodnej
produkcie napoja A.

RieSenie:
a) Celkové naklady pri danej Girovni produkcie X, =300 hl, y, =400 hl st
C (1300, 400) =1,2-3007 + 4002 —300- 400 + 20 - 300 +80- 400+ 300 =186 300 p. j.

b) Vypocitame parcialne derivacie 1.radu funkcie C(x,y) a ich hodnotu v bode
[Xo, yo] = [300, 400]
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Parcialna derivacia funkcie C (X, y) podl'a premennej X je v bode [300, 400 ] kladna,
teda parcialna funkcia C (X, yo) (funkcia premennej x) je v bode [300, 400 ] rastuca. Celkové
naklady rastu z danej urovne produkcie priblizne rychlostou 340 p.j. (penaznych jednotiek)
na kazdy prirastok 1 hl produkcie napoja A pri zachovani pdvodnej produkcie napoja B.

Parcialna derivacia funkcie C (X, y) podla premennej y je v bode [300, 400] tiez
kladna, teda parcialna funkcia C (Xg, y ) (funkcia premennej y) je v bode [300, 400 ] rastuca.

Celkové naklady rastu z danej Grovne produkcie priblizne rychlostou 580 p.j. (penaznych
jednotiek) na kazdy prirastok 1 hl produkcie napoja B pri zachovani pdvodnej produkcie
napoja A.

Pri zvySovani produkcie ndpoja B a zachovani povodnej produkcie ndpoja A budu rast’
naklady rychlejSie neZz pri zvySovani produkcie napoja A a zachovani povodnej produkcie
napoja B. Preto je vyhodnejSie zvySovat produkciu népoja A pri zachovani povodnej
produkcie napoja B.




EKONOMICKE APLIKACIE LOKALNYCH EXTREMOV
FUNKCIE DVOCH REALNYCH PREMENNYCH

Priklad 2. Maximalizacia zisku.
Mesacnu produkciu firmy mozeme vyjadrit’ nasledovnou funkciou:

Q=100-K -~ K2 +150-L-0,5L2,

kde: premenna K znamend vyrobny faktor kapitdl,

premennd L znamené vyrobny faktor prdca.
Firma zamestnava L pracovnikov za 400 p.j./denr (P, ) a prenajima si stroje K za 200 p.j./den

a stroj (Pk ). Cena P, za ktoru svoj produkt predava, je 20 p.j./za jednotku. Vypocitajme, aka

kombindciu vyrobnych faktorov L a K by mala firma pouZzit, aby dosiahla za danych
podmienok maximalny zisk (p.j. znamena petiaznych jednotiek)

RieSenie:
Zisk je rozdiel medzi trzbami TR a nakladmi TC,t.j. Z=TR-TC,
kde: TR=P-Q=20-(100-K —K? +150- L —0,5L%)
TC=P¢ -K+P_-L=200-K+400-L
Potom funkciu zisku mézeme napisat’ v tvare:

Z =(2000-K —20-K? +3000- L —10- L?) — (200- K +400- L)

Po Gprave dostaneme:  Z =1800- K —20- K2 +2600- L —10- L2
Mame vypocitat’ lokdlne maximum tejto funkcie.

Funkcia zisku Z dosahuje extrém pre také hodnoty Ka L, pre ktoré je splnend nevyhnutna
podmienka, Ze prva derivacia funkcie podla kazdej nezavisle premennej sa rovna nule:

2—i=0:>1800—40-K =0= K =45, Z—izO:ZGOO—ZO-LzO: L =130

Teda stacionarny bod [K, L] = [45, 130].
Vypocitame parcialne derivacie druhého radu:
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Determinant pre stacionarny bod je: |D| =l o _20~ 80-0=80>0,
z toho vyplyva, ze funkcia Z ma extrém v bode [45, 130].
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Pre hodnotu druhej derivacie plati: 0 ZZ =—40 <0, teda funkcia zisku ma lokélne maximum.
oK

Funk¢na hodnota (zisk v extréme) je:

Z =1800-45—20-(45)? +2600-130—10- (130)>= 209 500 p.j.
Zistili sme, Ze ak firma pouzije pre vyrobné faktory kombindciu K =45 a L = 130,
tak dosiahne maximalny zisk.




Matematicky je zisk definovany vzt'ahom
TP(x)=TR(x)-TC(x),

kde TR(X) je funkcia celkovych prijmov a TC(X) je funkcia celkovych nakladov, a je
uréeny maximalnou hodnotou funkcie TP(x) na danom intervale premennej X.

EKONOMICKE APLIKACIE LOKALNYCH EXTREMOV
Priklad 3. Maximalizacia zisku.

Predajca predava dva druhy vyrobkov X a y.Nakupna cena vyrobku X je 30 p.j., nakupna
cena vyrobku y je 25 p.j. za jednotku. Dopyt zakaznikov pri cene vyrobku X a vyrobku 'y
je dany funkciami 60—4x+3y a 70+5x—6y. Vypocitajme ceny pre obidva vyrobky pri
maximalnom zisku a velkost’ tohto zisku.

RieSenie:

Zisk je dany vztahom

TP(x,y)=(x—30)60—4x+3y)+(y - 25)70 +5x — 6y)

a po uprave

TP(x,y)=—4x> —6Yy’ +55x +130y +8xy — 3550

Hladané ceny vyrobkov X a y su uréené lokalnymi extrémami danej funkcie celkového
zisku TP(X, y).

Parcialne derivacie prvého radu

M — —8Xx+8y+55, M =-12y +8x+130

OX oy
poloZime rovné nule a vypoctom dostaneme rieSenie stistavy rovnic
X =%=53,125 a yz%:46,25.

Bod M =[53125; 46,25] je stacionarny bod danej funkcie.

Z parcialnych derivacii druhého radu zistime, ¢i funkcia ma v bode M lokalne maximum:
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Vidime, ze hodnota determinantu D,, je kladné ¢islo a zaroven a%glvl) <0, ztoho
X

vyplyva, Ze v dana funkcia ma v bode M = [53,125; 46,25] lokalne maximum. Teda pri tychto
cenach vyrobkov xay je zisk maximalny.
Dosadenim hodnét x=53125 a y=46,25 do funkcie TP(X, y) vypocitame velkost

zisku, TP(M)=8014,1875/p.j...



