Matematika 1A :: Test na skuske (ukazka) :: 2015

1. Dan4 je funkcia g:y=5+ 4arccos(3x4_ 1) .

a) Zistite oblast’ definicie funkcie,

b) vyjadrite inverznu funkciu g -1

2. Zistite rovnice asymptot (so smernicou, bez smernice) grafu funkcie
2

a najdené asymptoty zobrazte.

f:y:5x

3. Pomocou prvej a druhej derivacie vysetrite monotonnost’, stacionarne body a lokalne
6 —3x

X2

extrémy funkcie f : f:y=

2 3

4. Vysetrite konvexnost’, konkavnost’ a najdite inflexné body funkcie f :y=10x+ 3 X~ — 1 x*

5. Najdite stacionarne body a lokalne extrémy funkcie f(X,y)= xS — y3 -9xy+5

6. Lagrangeovou metodou vypo&itajte viazané extrémy funkcie f:z=2x>+y*+5
privizbe ¢:2Xx+y—-6=0

7. Aplika¢na tiloha - maximalizacia zisku

Mesacna produkcia firmy je opisana nasledovnou funkciou: Q =100-K — K? +150-L—0,5L2,
kde: K — vyrobny faktor kapitdl, L — vyrobny faktor praca.

Firma zamestnava pracovnikov L za 400 p.j./deni (P ) a prenajima si stroje K za 200 p.j./den a
stroj (Pk ). Cena P, za ktort svoj produkt predava, je 20 p.j. za jednotku. Vypocitajme, aku

kombinaciu vyrobnych faktorov by mala firma pouzit, aby dosiahla za danych podmienok
maximalny zisk.

Tedria, napr.:

a) Nacrtnite grafy navzajom inverznych funkcii y=sinx, y=arcsinx na prislusnych
intervaloch. Napiste D(f), H(f) a vlastnosti funkcie y =arcsin x.

b) Napiste determinant, pomocou ktorého zistujeme lokalne extrémy funkcie (X, y)

DalSie priklady:

* doty¢nica ku grafu funkcie
* dotykova rovina
* derivacia zloZenej funkcie



Priklady a vysledky
1. Dana je funkcia g:y=5+ 4arccos(3x4_1] :

a) Zistite oblast’ definicie funkcie,
b) Vyjadrite inverznt funkciu g 2.
RieSenie:

a) oblast’ definicie

-1< 3X_131 /.4
4
= —4<3x-1<4/+1
= —-3<3x<5
= —1£xsg = D(g)=<—1,%>

b) inverzna funkciu k funkcii g

91:x=5+4arccos(3y4_1j /| -5

g‘l:x—5:4arccos[3y4_1j /.4

1.X=5 3y-1
- =~ —arccos / o COS
ot X —arceog 1] /o cos)
gl:cos[x__sjzﬁ /4

4 4
g‘1:4cos(XT_5j:3y—1 /| +1

g 1+4cosXT_5=3y /:3

1+4cosx—_5
4
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2. Zistite rovnice asymptot (so smernicou, bez smernice) grafu funkcie
2

fry= 2 najdené asymptoty zobrazte.

RieSenie:
ASS:y=ax+b
5x2
2 1
sa=tim X~ = fim X gim P gim 2 - s
Xx—>o X X—>°0X(X—4) x—0 X — 4 . x»ool_i 1-0
X
2 2 _ 2 g2
:>b:I|m[5X _5x] = lim [5x 5x(x 4)]:Iim [5x 5X +20x]:
X—0 X — X—>00 X— X—>00 X—4
1
~tim 2%k 2_04 _20 5
x—wo X —4 " x—>oo1_7 1-0
X
= ASS: y=5x+20 X 0 —4
y 20 0
ABS: x=4, 4¢D(f) !
X — 4" X — 4
(41) = (9= -2 _g00 (3.9) = fo0=218 _ 80 _ gy
41-4 01 39-4 -01
(4,01) = fo=—16 _ 8 5400 (3.99) = f(x)=—>20 _ 80 _ _g500
4,01-4 0,01 399-4 -0,01
(4,001) = f(x)= 516 _ 80 _gh90 (3,999)= f(x)= >16 80 _ gn000
4,001-4 0,001 3999-4 -0,001
=1lim f(x)=o0 = lim f(x) =—
X—00 X—>o0
yA :/
Obrazok :
&
l
S
20 |
/o
; 1
ASS: y=5x+20 / I ABS:x=4
y |
/ I
k | .
_4./ 0 :4 0S X
/ I
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3. Pr. Monotonnost’ a lokalne extrémy f:y=

Riesenie: D(f)=R-{0}
—3(x3) - (6-3x)(2x) _ —3x? —12x+6x% 3x%-12x _3x(x—4) 3(x—4)

()= (Xz)z - x4 x4 o8

N.B.:x=0,Xx=4, 0eD(f) =  stacionarny bod : X =4

X—4 = cccecmcmmce e e e 4 +
X2 - meeeeeeaoo 0 +
(—0,0) (0,4) (4,)
+ - +
rastuca klesajuca rastuca

/\./

Frx 3x—-12 (3x—12)'(x )—(3x—12)(3x%)"  3(x )—(3x—12)(3x2) _
(X) = NE ( 3)2 - NG -
X

3x3 —9x3+36x?  —6x%+36x%  x?(—6x+36) (—6x+36)

x® x® - x8 A
Stac.bod dosadit’ do 2.derivacie: f"(4) = (6:4+36) -24+36 12 _3
4* 1616 256 64

= Vv bode x=4 ma funkcia lok. MINIMUM ,

6— 3x=> f@=8-12_ 6 _ 3 yop 3
16 16 8 8

funk¢na hodnota: f:y=

4. Pr. Vysetrite konvexnost’, konkavnost’ a njdite inflexné body funkcie
f: y:10x+gx3 —ix4
3 12
e v e .. 2,2, 1 3 2 x°
RieSenie: f':y=10+=3x"——4x"=10+2x" ——
3 12 3

f”:y:0+4x—%3x2:4x—x2=x(4—x) = N.Body.: x=0, x=4

(—0,0) (0,4) (4,0)
p— _l_ p—
konkavna konvexna konkavna — konkavna

+ konvexna




Inflexné body: f":y=(4x—x?)" =4-2x

x=0 = f""(0)=4-2-0=4%0 =inflexny bod x=0,
funk¢na hodnota f(0)=0; 1B, =[O0, 0]

x=4= f""(4)=4-2-4=-4+0 =inflexny bod x=4,

funk¢na hodnota f(4) :10-4+§43 —544 = 61% =61,33,
IB; = [4; 61,33]

5. Priklad: N4jdime lokalne extrémy funkcie f(x,y)=x>—-y®-9xy+5.
RieSenie: parcialne derivacie 1. radu:

fi=3x*-9y, f;=-3y*-9x
Z0 sustavy rovnic f, =0, f; =0 zistime stacionarne body :

2

X ==
3x2 - 9y =0 x2-3y=0 =" = Y=
~3y? - 9x=0 = y?+3x=0 y2+3x=0 <«

2 2 4
- (%] +3x=0 = %+3x:0 19 = x'+27x=0 = x-(*+27)=0

-

Z rovnice vyplyva: =0 = ¥

Stacionarne body maja suradnice: M, =[0,0], M, =[-3, 3]

Parcidlne derivacie 2. radu
fr =6x, fj=-9, f5=—6y, fj=-9

Hodnoty parcialnych derivacii druhého radu v stacionarnych bodoch
fx(M1)=0, foy(M)=-9, {3 (M)=0, fi(M;)=-9
fox(M3)=-18, fy(My)=-9, fu(M;)=-18 £}, (M;)=-9

Determinant pre stac. bod M, =[0,0] :

0 —9‘

D= =-81<0
-9 0

z toho vyplyva, Ze funkcia f nema extrém v stacionarnom bode M, =[0,0].

Determinant pre stac. bod M, =[-3, 3] :

~18 -9
- —324-81=1243>0.
‘ -9 —18‘
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Z toho vyplyva: funkcia f ma extrém v staciondrnom bode M, =[-3, 3].

Pre hodnotu druhej derivacie plati fex(M2) =-18<0 ,
z ¢oho dostavame : funkcia ma v stacionarnom bode M, =[-3, 3] lokédlne maximum.

Funkénd hodnota : f(x,y)=x*>-y®—-9xy+5
f(-3,3)=-27-27+81+5=-54+86 = 32.

6. Lagrangeovou metddou vypoditajte viazané extrémy funkcie f:z=2x?+y2+5
privizbe g¢g:2x+y-6=0

Riesenie:

F(X):z2=2x*+y?+5+1(2x+Yy—6)

F(X):z=2x2+Yy2 +5+ 12X+ Ay — 61

0z

a—=4x+2& = 4X+21=0 = 2X+A1=0=> A=-2X
X

%zzym = 2y+1%0 = 2y-2x=0

gt

3.rovnica: = 2x+y-6=0 sCitame = 3y-6=0

Uyl
N X
o
-L N DN

Staciondrny bod: A=[2,2]

4 . .
D :‘ 0 0 ‘ =8> (0 funkcia ma viazany extrém v bode A
2
% =4>0 =[2,2] viazané lokalne MINIMUM
X

Funkéna hodnota: f(2,2)=8+4+5=17

7. Priklad: Maximalizacia zisku (aplikacia na lokalne extrémy funkcie f(x,y)).

Mesacna produkcia firmy je dana funkciou:
Q=100-K — K2 +150-L—0,5L2

premennd K - vyrobny faktor kapitdl,

premennd L - vyrobny faktor prdca.

Firma zamestnéava L pracovnikov za 400 p.j./den ( P, ) a prenajima si stroje K za 200 p.j./deni
a stroj (P ). Cena P, za ktort svoj produkt predava, je 20 p.j./za jednotku. Aku
kombinaciu vyrobnych faktorov L a K by mala firma pouzit’, aby dosiahla za danych
podmienok maximdlny zisk (p.j. znamena pefiaznych jednotiek)?

Riesenie:

Zisk je rozdiel medzi trzbami TR a nakladmi TC, t.j. Z=TR-TC,

kde: TR=P-Q=20-(100-K —K?+150-L—0,5L?%)



TC =P« -K+P_-L=200-K+400-L
Teda funkcia zisku ma tvar:

Z =(2000-K —20-K? +3000- L —10- L?) —(200- K +400- L)
Po Uprave :

Z =1800-K —20-K? +2600- L —10- L2

Mame vypocitat’ lokalne maximum tejto funkcie. Funkcia dosiahne extrém pre také
hodnoty K a L, pre ktoré je splnena podmienka: prva derivacia funkcie podla
kazdej nezavisle premennej sa rovna nule.

2—i=0:>1800—40-K:O:>K:45

%=0:>2600—20~L=0:>L=130

Teda stacionarny bod [K, L] = [45, 130].

Parcialne derivacie druhého radu:

2 2 2 2
622:_40 0z _ oz _, af:—zo
oK oKoL Lok oL
) ., ) —-40 0
Determinant pre stacionarny bod je: |D|= 0 2 =80-0=80>0,

Z toho vyplyva, ze funkcia Z ma extrém v bode [45, 130].

2

Hodnota druhej derivécie: SK—ZZ _ _40 < 0, teda funkcia zisku mé lokalne maximum.

Funk¢na hodnota (zisk v extréme) je:
Z =1800-45-20-(45)" +2600-130-10-(130)° = 209 500 p,j.

Zistili sme, ze ak firma pouzije pre vyrobné faktory kombinaciu
K=45 a L = 130, tak dosiahne maximalny zisk.

DalSie priklady:

* doty¢nica ku grafu funkcie
* dotykova rovina
* derivacia zloZenej funkcie

Pr: monotonnost’ a lokalne extrémy

2
funkcia f :y=2 ;4, vysledky: f'(X)=—(X_2)gX+2)’

8
f(X) = —
X X3



(—0,—2) (-2,0) (0,2) (2,0)
+ - - +
rastica klesajuca klesajaca rastica

Lok. MAX: f"(-2)=-1, f(-2=-4 MAX(-2,-4)
Lok. MIN : f"(2) =+1, f(2)=4 MIN (2, 4)
X = 0 — nepatri do D(f)

Priklad: Vypocitajme rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcie f :z= X2 + 2y2 —5 v dotykovom
bode T =[2,-125 ="7]

RieSenie: Tretia suradnicu dotykového bodu (funk¢éna hodnota):

zo=f(2-1) =22+2-(-1)>-5=4+2-5=1 = T=[2,-11]

Parcialne derivacie prvého radu funkcie f(X,Yy):

of , of '
&z(x2+2y2—5)x =2X, 5=(x2+2y2—5)y: =4y

Vypocitame hodnoty parcialnych derivacii v bode [Xg, Yol =[2,-1]
i(2,—1):2-2:4, ﬂ(2,—1):4-(—1):—4
OX oy
Udaje dosadime do rovnice dotykovej roviny:
of of
Z—29=—(Xg,Yp) (X—Xp)+— (X, Yo) - (Y —
0 8x(0y0)( 0) 8y(oyo) (Y—Yo)

z-1=4-(x—2)-4-(y—(-1)
z-1=4x-8-4y-4
z=4x—-4y-11 rovnica dotykovej roviny

Priklad: Dana je funkcia f:y =10+6x2 — 2x°. Vypocitajte intervaly konvexnosti, konkavnosti
a inflexné body funkcie

3
Priklad: Funkcia celkovych nakladov ma vyjadrenie CN(X):y = X? —3x2 +8x+10 (x>0). Zistite,

pre akua troven produkcie X budu celkové ndklady minimalne a vel'kost’ ndkladov uved'te.

Priklad 5: Najdite rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f v danom bode T:

a) fiy=x*-x, T=[3;7] [T=[3;6], y=5x-9]
b) f:y:% , T=[-1:7] [T =[-1;12], y=24x+36]
X

o fiy=lx , T=[1:7] [7=[1;0], y=x-1]



