VEKTORY

Kontrolna otazka 1:
Napiste vektorovu rovnicu, ktora vyjadruje vektor d ako linearnu kombinaciu
vektorov &y, d,,ds.

Priklad 1. Vyjadrime vektor d = (8, 20, 1) ako linearnu kombinaciu vektorov
a=(1,2,1),b=(2 4,3), ¢=(-3,-7,-2).
RieSenie:
Podl'a definicie mame zistit’, pre aké realne Cisla Ky, Ko, K3 je splnena vektorova rovnica
k,-d+k,-b+k,-c=d
Do tejto rovnice dosadime vektory &, 6, C, d so stradnicami
k,-(1,2,1)+k,-(2,4,3)+k, - (-3,-7,—-2) =(8,20,1)
Porovname lavi a pravi stranu rovnice po zlozkach a dostaneme sustavu troch linearnych
rovnic s tromi neznamymi Ky, Kz, K3 :
k, + 2k, -3k, =8
2k, + 4k, -7k, =20 (S1)
ki, + 3k, -2k, =1
Ststavu (S1) budeme riesit’ elimina¢nou (vyluc¢ovacou) metdodou. Prvii rovnicu vyndsobime
¢islom —2 apric¢itame k druhej rovnici. Prvli rovnicu vynasobime ¢islom —1 a pri¢itame
k tretej rovnici:
k, + 2k, -3k, =8/-2/-1
2k, + 4k, -7k, =20 J
k, + 3k, -2k, =1 A

Upravena ekvivalentnd sistava ma vyjadrenie:
ki, + 2k, —3k; =8
-k, =4 (S1.u)
k, +k; =-7

Z druhej rovnice sustavy (S1.u) vyjadrime neznamu k3 a dostavame

ks=-4
Vypoéitant hodnotu dosadime do tretej rovnice sustavy (S1.u) a vypoc¢itame neznamu Ko:
ky+(—4)=-7
ky=-3

Do prvej rovnice ststavy (S1.u) dosadime za k, a ks a vypoc¢itame neznamu kj:



ky +2:(-3)-3(—4)=8
kl =2
Sustava (S1) ma prave jedno rieSenie: k; =2, ko =—3, ky=-4.

Vektor d mozeme jednoznacne vyjadrit ako linedrnu kombindciu vektorov ab,c

nasledovne: d=2-a-3-b—4-¢C.

V nasledujucich prikladoch budeme zistovat linedrnu zavislost a linedrnu nezévislost’

vektorov.

Kontrolna otizka 2:
Definujte, kedy st vektory d;,d,, a3 linearne zavislé, resp. linearne nezavislé.

Priklad 2. Zistime, ¢i st dané vektory linedrne zavislé alebo linedrne nezavislé:
a) a4,=(212),a8,=(3-12), da3=(54,-5),
b) by =(122),b, =(34,3), by =(4,2,-1).
RieSenie a):
Podla definicie mame zistit, pre aké ki, ko, ks € R je splnena vektorova rovnica

ki-8; +k, -8, +ks-d3=(0,0,0) 1)
Do rovnice (1) dosadime vektory &, a,, as:

ki -(2,1,2) +ky-(3,—12)+kg-(54,-5)=0
Porovname lavu a pravu stranu rovnice po zlozkach a dostaneme sustavu troch linedrnych
rovnic s tromi neznadmymi:

2k; + 3k, +5k; =0

kj, — ky +4k; =0

2k; + 2k, — 5k; =0
Sustavu budeme riesit’ eliminaénou metddou. V prvej rovnici nechame neznamu k;, v druhej
rovnici nechame neznamu Ky, Vv tretej rovnici nechame neznamu Ks.
Prva uprava: vymenime 1. a 2. rovnicu v sustave:

ki, — k, +4k; =0 /.(-2) /.(-2)

ok, + 2k, —Bk; =0 J




V prvej rovnici nechame neznamu Kj (pouzijeme vys$sie naznacené Upravy):
k, — k, +4k; =0
0 + 5k, -3k =0 [.(4)
0 + 4k, —-13k; =0 /5 4

V druhej rovnici nechame neznamu K, (pouZzijeme vysSie naznacené Gpravy):
0 -53k; =0

V tretej rovnici zostala neznama ks, ktord mozeme vyjadrit’ :

53k =0 /:53
ks =0
= z druhej rovnice vyjadrime K :
5k, — 3ks =0
5k — 30 =0
ko =0
= Z prvej rovnice vyjadrime Kj :
k,—0+4.0=0
k, =0

Zistili sme, Ze ststava rovnic ma prave jedno rieSenie, teda vektorova rovnica (1) je splnena
len pre k; =k, =k3=0.

Podla definicie st vektory & =(2,1,2),d, =(3,-12), a; =(5,4,-5) linearne nezavislé.

RieSenie b):
V rieSeni Glohy budeme postupovat’ ako v predchadzajucej Casti, t.j. mame zistit, pre aké
koeficienty ki, ko, ks € R je splnena vektorova rovnica
Ky -y +Kp Dy +Kg by =0 )
Dosadime vektory by,b,,b; do rovnice (2)
ki-(1,2,2) +k, - (3,4,3) + k3 - (4,2,—-1) =(0,0,0)
Porovname l'avu a prava stranu rovnice po zlozkach a dostaneme sustavu troch linearnych

rovnic s tromi neznamymi ki, Kz, ks, ktort budeme riesit’ eliminaénou metodou, upravy st

oznacené na pravej strane sustavy:



ki, + 3k, + 4ks = 0/-(=2)/-(-2)
2k1 + 4k2 + 2k3 = O <J (82)
2k1 + 3k2 - k3 = O <J
~ 2, -6k, =0 /"(=3) (52.1)

kl + 3k2 + 4k3 ==

k2 + 3k3 = O / (—1) (822)

k2 + 3k3 = <J
kl + 3k2 + 4k3 = O

k2 + 3k3 = O (823)

0 =0
Tretia rovnica ststavy (S2.3) ma vlastne tvar
0-k{+0-k, +0-k3 =0,
teda je splnena pre l'ubovolné redlne Cisla Ky, K,,Ks. Z troch rovnic sustavy (S2) zostali po
upravach dve rovnice, z ktorych mame vyjadrit nezname Kq, Ko, K.

Ak zvolime k3 = 1, tak k; a kp vypocitame zo ststavy
ki + 3k, + 4.1 =0
ko + 3.1 =0
tak, ze z druhej rovnice vyjadrime neznamu kp:  ky = =3,
z prvej rovnice vyjadrime neznamu kg
k1 = -3k;-4 = ki = -3(3)-4 = k=5

Vypoc¢itali sme nenulovu trojicu realnych ¢&isel [Kq, Ky, k3] = [5, =3, 1], ktora je rieSenim

sustavy (S2) a zaroven aj vektorovej rovnice (2). Teda podla definicie su vektory 51, 52,53
linearne zavislé.

Poznamenajme, Ze vektorova rovnica (2) ma nekoneéne vel’a rieSeni, ktoré vieme vSeobecne
vyjadrit’ zo ststavy (S2.3) napriklad takto:

z 2.rovnice vyjadrime kp =— 3ks3

a dosadime do 1. rovnice ky + 3ko+ 4ks; = 0,

z ktorej vyjadrime K; : ki + 3(—3ks)+4ks = 0



k; — Bks =0
k; = 5k3
Mnozina vSetkych rieSeni sustavy linearnych rovnic (S2) je mnozina usporiadanych trojic
P = {[ 5k3, —3Kks, k3], k3 € R}. Ak za ks zvolime l'ubovolné realne &islo, tak vieme
vypocitat’ ki , kp tak, aby usporiadana trojica realnych &isel [Kq,Ko,k3] bola rieSenim

vektorovej rovnice (2).

Kontrolna otazka 3: Bazu n-rozmerného vektorového priestoru tvori n linearne

nezavislych vektorov alebo n linearne zavislych vektorov ?

Domaca uloha z cvi¢eni (pozri niziie uvedené cvi¢enia)

Pr. 1, pr. 2c, pr. 3c, pr. 4, pr. 5 ¢, pr. 6a, pr. 7b.

Cvicenia
1. Pre dané vektory a= (1,—1, 2, 5), b= (— 2,0, 3 4) vypocitajte sucet a+ b , rozdiel
i-b , sucin cisla a vektora —4-5, vektor d =2-4-3-b a skalarny sucin a- b.
[d+b = (-1-1,5,9), a-b= (3,-1,-1,1),
—4.p=(8,0,-12,-16), d =(8,—2-5,-2), a-b = 24]

2. Vypocitajte skalarny sucin danych vektorov:
a) U=(2,-2-3),v=(7,0-9),

b) a=(-3,0,5-2), b=(1,-4,1,-4),
c) €=(-10,10,4), d = (-2, 3,-20,5).
[a) G-V =41, b) a-b =10, ¢) € -d =—178]

3. Vyjadrite vektor d ako linearnu kombinaciu vektorov a, 6 c:

a) d=(213,-7),a=(132), b=(0,1,-1), € =(-1-4,0) [d =-2da+3b-4¢]
b) d =(-1,-11,-17), a=(-3,-8,—6), b=(1,2,1), ¢ =(L1-1) [d=2d+5¢]
¢) d=(-2,—-4,5), a=(1,31), b=(0,1,2), ¢ =(15,6) [d =-53—4b +3¢]

d) d=(452),a=(211), b=(330), c=(-12,-3)
[prislusna sustava rovnic nema rieSenie, vektor d nie je mozné vyjadrit

ako linearnu kombinéaciu vektorov a,b,¢]



e) d=(2,35), a=(134), b=(0,11), ¢ =(-1L—4,-5)
[prislusna sustava rovnic ma nekone¢ne vel'a rieSeni,
d = (2+kg)a+(—3+ks)b +Kks €, kg € R]

4. \yjadrite vektor d = (7, —12, 2) ako linearnu kombinaciu vektorov & =(1, 3, 1),
b=(2 -5 1), €=(0,3, 4). [d=1-d +3b]

5. Vyjadrite vektor b ako linearnu kombinaciu vektorov ay,8,, 3, a4
a) b=0124-2), a8 =(24872), a,=(-4,-4,-6,4), 8 =(2351), a,=(-1,-1-3)
[b =28 —&, —38;+4,]
b) b=(2,201), & =01113), a,=(1-112), a3 =1 —-51-3), d, =(1L4,-1,1)
[6=%al+o-az+%53+a4]
) b=(8-65-9), &=00-121), d=(4-361), & =(-25-9,-9), 4 =(1L-26,7)
[b=& +2-d,-1-83—3-d,]
d) b =(-5,0,-18,-5), & =(12,-13), &, =(-2,-3,0,—4), & =(3,3,4,6),
a, =(4,10,-9,12)
[b=8 +2-8,—2-83+d,]
6. Zistite, i st dané vektory linearne nezavislé :
a) =111, &a=(-111), a=@1-51
b) & =(36,9), & =(21-1), d3=(0,2,3)
¢)da=(1,372), b=(0,-232), ¢=(0,0,54), d=(12-12)

7. Zistite, Ci si dané vektory linearne zavislé alebo linearne nezavisleé :

a) & =(2210), &,=(044), a=(-12-2) [nezavislé]
b) by =(7,2,-5), b, =(-1,1,2), by=(8,3-5) [Zzavislé]
c) ¢=012-7), ¢, =@1L-2), ¢3=(8,3,-5), T, =(2,6,0) [zavislé]
d) d; =(1210), d, =(21,-13), d3=(0,-1,2,2), d,=(2,3,2,3) [nezavislé]
e) a=(2,2,2,0), 4=(2,31-1), ¢=(1-130), d=(34,2-1) [zAvislé]
8. Zistite, ¢i dané vektory &;, 1=12,..., n, tvoria bazu prislusného vektorového priestoru V, :

an=2, §=(3-5), a=0111 [vektory su nezavislé, tvoria bazu]
byn=3, §=@@2,-5), a,=(0,13), 83=(4,32) [vektory su nezavislé, tvoria bazu]

c)n=3, § =(2,4,6), a,=(8,10,12), a3 =(-2,—-2,-2) [vektory su zavislé, netvoria bazu]
dn=4,a=(7,16,-2),a,=01%2-1), a;=(14,6,-3),d,=(9,2,9,—-5)  [LN, tvoria bazu]



