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Kapitola: Matice

Zakladné typy matic

Nech m, n st prirodzené ¢isla.
ObdlZnikovou maticou nazyvame maticu typu m-n, pre ktoru plati m = n.

Stvorcovou maticou n-tého stupiia nazyvame maticu typu m-n, pre ktora plati m = n.
Riadkovou maticou nazyvame maticu (a1 a;o ... &) typul-n.

Stipcovou maticou nazyvame maticu typu m-1.

1 -2 3 4
2 -10
0 1 4 (-1 -3 -4 5) 3
-3 4 3
-5 2 8 -2
obdiZnikova matica Stvorcova matica riadkova matica stipcova matica
typu 2-3 3. stupnia typu 1-4 typu 3-1

Diagonalnou maticou n-té¢ho stupna nazyvame Stvorcovu maticu, ktorej vSetky prvky pod a nad
hlavnou diagonalou sa rovnaji nule. Prvky a;;, i =1 2,..., n tvoria hlavnu diagonalu matice.

Jednotkovou maticou n-tého stupna nazyvame diagonalnu maticu, ktorej vSetky prvky hlavnej
diagonaly sa rovnaju ¢islu 1. Oznadenie: E alebo E, .

Nulovou maticou nazyvame maticu, ktorej vSetky prvky sa rovnaja nule.

a7 0 0 -~ 0 100 10 000
0 doo 0 - 0 E3= 0 10 EZZ(O 1} 0 0O
0 0 0 - ay 00 1 000
diagondlna matica jednotkova matica jednotkova matica nulova matica

Hornou (dolnou) trojuholnikovou maticou nazyvame Stvorcovll maticu, ktorej vsetky prvky pod
(nad) hlavnou diagonalou sa rovnaju nule.

2 1 -13
3 0 O 1 0 2 1 05 0-1
05 4 2
2 4 0 01 3 012 0-2
0 0 -10
1 -1 -2 0 0O 0001 4
00 0 3
horna trojuholnikova  dolna trojuholnikova matice v redukovanom
matica matica trojuholnikovom tvare

Veducim prvkom riadku matice nazyvame jej prvy nenulovy prvok. Ak st vsetky prvky v riadku
rovné 0, tak riadok nema veduci prvok. Transponovanou maticou k matici A nazyvame maticu
AT typu n - m, ktora ziskame tak, Ze v matici A typu m-n zamenime navzajom riadky za stlpce.

Rovnost’ matic. Matice A a B sa rovnaju prave vtedy, ked st rovnakého typu m-n a plati
ay =by prei=12, ..., m, k=1 2, ..., n.Oznacenie: A = B.

Operacie s maticami

Definicia. Su¢tom matic 4= (al. k) , B= (b,. k) rovnakého typu m-n nazyvame maticu C = (‘3; k)

typu m-n sprvkami c;, =a; +b;, i=12,---,m k=12, ---, n.Oznacenie: C = A+B



Str. 20
Definicia. Sucinom redlneho ¢isla k a matice A= (a;) typu m -n nazyvame maticu C =(c;)

j=k~a-- i=12,...,m, j=12,...,n OznaCenic: C=k-A

typu m-n s prvkami c i

Definicia. Sucinom matice A=(aq,) typu m-r s maticou B=(b,) typu r-n je matica
C=(c;) typu m-n sprvkami

r
Cik:ailblk +ai2b2k+---+airbm:zaijbjk, i=l,2,...,m, k:1,2,...,n .
j=1
Oznacenie: C=A-B

matica A typu m-r matica B typu r-n matica C typu m-n
a;1  ap ayr
by b bin ) [C1 - Ck Cin.
I-tyriadok |ajp ajz o @i |o\bpy - bok o bpn|=fCig o Cik o Cin
.................................... br1 brk brn Crm1 Crrk Cmn
ami am2 Ay

k-ty stipec

Cik = Ay by +ajobyy + --- +a;,by, “vynasobili sme” i-ty riadok matice A k-tym stipcom matice B

2 -1 3 10
Priklad. Dané st matice A=| 0 5 |, B=|2 -5].
-3 4 6 -1

Vypocitajme matice: C =A+B, D=2A, M=-3B, K=B-A,X=4A-5B.

RieSenie:
2 -1 3 10 59 2 -1 4 -2
C=/0 5 |+12 -5|=|2 0}, D=2-{0 5|={0 10
-3 4 6 -1 3 3 -3 -6 8
3 10 -9 -30 3 10 2 -1 1 11
M=-3-12 -5|=|-6 15 K=12 -5|-]| 0 5|=|2 -10
6 -1 -18 3 6 -1 -3 4 9 -5
2 -1 3 10 8 -4 -15 -50 -7 54
X=4/0 5|-5(2 -5|=| 0 20(+|-10 25|=|-10 45
-3 4 6 -1 -12 16 -30 5 -42 21
3 -1
: 2 -3
Danésﬁmatlce A=l 2 0|,B= 4 1)
-4 7

Vypocitajme pre dané matice suc¢iny: C=A-B, D=B-A.



RieSenie: str. 21

C = IZA . g — matica C existuje (podet stipcov matice A sa rovna poétu riadkov matice B)

32 2-2 (typ matice A je 3-2, typ matice B je 2-2)

3 -1 > _3 3-2-1-4, 3-(-3)-1-1 2 -10
C=A-B=| 2 0 -(4 j: 2:2+0-4, 2-(-3)+0-1|=| 4 -6
-4 7 —-4.2+47-4 —-4.4+7-1 20 -9
D = B-A - maticaD neexistuje (pocet stipcov matice B sa nerovna poétu riadkov
Y N matice A, 2+ 3)

2:2  3-2 (typ matice)

Hodnost’ matice

Definicia. Riadkova hodnost matice A typu m-n je nezaporné Cislo hy(A), ktoré urcuje

maximalny poéet linedrne nezavislych riadkov matice A. Stipcovd hodnost matice A typu m-n je
nezaporné ¢islo hs(A) , ktoré urCuje maximalny pocet nezavislych stlpcov matice A.

Pri zistovani hodnosti matice A sta¢i ur¢it’ bud’ riadkovu alebo stipcovi hodnost’ matice, pretoZe
plati nasledujtca veta.

Veta. Riadkova hodnost’ matice A sa rovna stipcovej hodnosti matice A, t.j. h,(A4) =hs(A).

Nasledujuca veta hovori o Gpravach matice A, ktoré nazyvame elementdrne upravy matice A, alebo
niekedy aj ekvivalentné vupravy matice A. Budeme ich v tlohach pouzivat.

Veta. Hodnost matice A sa nezmeni, ak:

1) vymenime poradie jej riadkov (stipcov),

2) vynasobime niektory jej riadok (stipec) nenulovym &islom,

3) pripo¢itame k niektorému riadku (stipcu) matice A nasobok iného riadku (stipca) matice A,

4) vynechdame riadok (stipec) v matici A, ktory je linearnou kombinaciou ostatnych riadkov
(stipcov) matice A,

5) pridame riadok (stipec) v matici A, ktory je linearnou kombinaciou ostatnych riadkov (stipcov)
matice A.

Uvedena veta hovori o tom, Ze z matice A po ekvivalentnej uprave dostaneme maticu B a pre ich
hodnost’ plati h(A) =h(B).

Poznamka. Matica A je ekvivalentnd s maticou B, ak pomocou kone¢ného poctu elementarnych
uprav dostaneme z matice A maticu B. Ekvivalenciu matic A a B budeme zapisovat’ 4 ~B.

Hodnost’ matice A vypocitame tak, ze ju upravime na trojuholnikovy tvar; to znamena: maticu
upravujeme pomocou elementarnych Uprav tak, aby vedice prvky v riadkoch boli nenulové
a vSetky prvky pod nenulovymi vedicimi prvkami boli nulové. Potom sa hodnost’ matice
Vv trojuholnikovom tvare rovna poctu jej nenulovych riadkov. Maticu upravime na trojuholnikovy
tvar pomocou Gaussovho algoritmu.



Priklad. Zistime hodnosti danych matic: str. 22

1 4 5
a) A=|2 4 -1

3 0 8

2 -1 3 0

4 0 -3 5
b) B =

2 9 1 3

0O 8 7 -2
RieSenie:

Na vypocet hodnosti matic A, B pouzijeme Gaussov algoritmus.

a) Upravujme maticu A:

1 4 5)/-(=2)/-(=3) 1 4 5 1 4 5
2 4 -1 < ~ |0 -4 -11]/-(-3) ~ |0 -4 -11|.
30 8 0 -12 -7 0 0 26

Vysledna matica v trojuholnikovom tvare ma tri nenulové riadky, jej hodnost’ je 3, a teda aj pre
hodnost’ ekvivalentnej matice A plati h(A) = 3.

b) Upravujme teraz maticu B.

2 -1 3 0)/-(=2)/-(-)) 2 -1 3
40 3 5 02 9 5|5/ (-4
2 9 1 3 0 10 -2 3
0 8 7 -2 0 8 7 -2
2 -1 3 0 2 -1 3 0

2 -1 3 0
0 2 -9 5 0 2 -9 5

~ ~lo 2 -9 5

0 0 43 -22|/-(-1) 0 0 43 -22

0 0 43 -22
0 0 43 -22 0O 0 0 0

Pre hodnost’ matice B plati h(B) = 3.

Inverzna matica

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ len Stvorcovymi maticami.

Definicia. Stvorcova matica A stupiia N sa nazyva reguldrna, ak h(A) = n.
Ak h(A) <n, tak maticu A nazyvame singuldrna matica.
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Definicia. Nech A je regularna matica stupna n. Inverznou maticou k matici A nazyvame $tvorcovu

maticu A" stupha n, pre ktoru plati
A-A'=4" A=E, .
Zovseobecneny postup vypoctu uvadza nasledujica veta.

Veta. Inverzni maticu k matici A dostaneme tymi istymi riadkovymi ekvivalentnymi upravami z
jednotkovej matice, ktorymi dostaneme z matice A jednotkovi maticu.

Priklad. Vypocitajme inverzné matice k maticiam

21 1 1
1 3 2 1 2 4
3 2 1 1
A=|3 8 6| , B= , C=2 5 9
4 3 2 1
2 7 3 1 35
5 4 3 2
Riesenie.

a) Najprv vypocitame inverznli maticu k matici A.
Napiseme si vedla seba matice A a E, a stcasne ich upravime pomocou elementarnych uprav tak,
aby sme z matice A dostali jednotkova maticu.

1 3 21 0 0)/-(=3)/-(-2) 1 3 2] 10 0) 9
386010<J ~ 1o -1 o|-3 1 0//-3)/Q1) ~
27 3/0 0 1 1 -1]=2 0 1
10 2[-8 30 100[-18 5 2
0103—1o<| ~Jo 1ol 3 -1 0
00 -1|-5 1 1/ 00 1| 5 -1 -1

Inverzna matica k matici A je:

-18 5 2
A= 3 -1 0
5 -1 -1

Presvedcte sa, Ze pre sicin plati 4-47' = E, .

b) Obdobny postup pouzijeme na vypocet inverznej matice k matici B.

21 1 1100 O0/(1) (21111000
32110100/« J1 1001100

432 10010 432 100010

543 2(000 1 54320001

1 10 0[-1 10 0Y/-(=2)/(-4)/(5 (1 10 0[-1 10 0
21t 11100 0 o -1 1 1] 3 2 0 0/-()/(-1)_
43210010<_, 0 -1 2 1|4 -4 10
543200001 0 -1 3 2|5 -50 1



10 1 1] 2 -1 00 100 1] 1
01—1—1—32()0:‘—\ o1 0 1|2
00 1 O 1 =2 10[/(D/D/(-2) (001 0] 1
00 2 1|2 301 —— 1 000 1|0
1000 1 0 1 -1
o1t o002 1 -1 1
0010/ 1 -2 1 0f
000 1] 0 1 -2 1

Inverzna matica k matici B je:

B,l_—z 1 -1 1
1 =2 1 0
0 1 =2 1

Opit sa presvedcte sa, ze plati B-B™ =E,.

1 -1 0
0 10

10
1 2

V/-(=1)-(1)

Pocas vypoctu inverznej matice zaroven zistujeme, ¢i je dand matica reguldrna.

Matica A je regularna, pre jej hodnost plati h(A) = 3.
Matica B je regularna, plati h(B) = 4.

) Vypocitajme teraz inverzni maticu k matici C .

12 4| 1 00
01 1|-2 1 0f.
6--6-0] 1 -1 1

2 401 0 0)/-(=2)/-(=1) 124/ 100
2 5901 0 < | ~ |01 1]-2 1 0|/(-] ~
00 01 1|-10 1)<
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Matica C nie je regularna (vysiel nam nulovy riadok pred ¢iarou), pre hodnost’ plati h(C) =2,

inverzna matica k matici C neexistuje.

4

Ulohy:
1. Dané st matice:
2 3 1 0 1 1
A=|-2 -5 0 , B=-1 -3 2 , C=
3 7 -1 2 3 -1
Vypocitajte: a) A+ 2B, b) 3A-2C, ¢) 2A+B-3C
2 5 3 2 7
a)|—-4 -11 4|, b)|-4 -11
7 13 -3 3 19

2
-1
3

1
-2
1

-3
-3].
2

—2 4
—2 -7
-1 14

12
11
-9
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2. Vypoditajte suc¢iny A- B, B- A, ak matice maji prvky

NEL RS wo-5 3 o)

3. Vypotitajte suc¢iny C - D, D-C , ak matice majt prvky

-4 -2 -22 -26 -12
6 9 3 -6 3

C= ,D=| 1 2 C-D= , D-C= 4 -1 3
-1 -5 0 -1 -8

3 -1 19 32 9

4. Vypocitajte sacin A- B , ak s dané matice

3

2 1 -13 -1 15
A= , B= A-B=
(2 -3 0 6j 2 { (33]}

4

5. Vypocitajte sa¢éiny A-B a B - A pre dané matice

3 -1 5 2 0 3
A=| 2 8 4|, B=|-1 2 -2
-1 1 2 31 2
22 3 21 3 1 16
A-B=| 8 20 -2|, B-A=(3 15 -1
3 4 -1 9 7 23
6. Zistite hodnosti matic
1 2 -1 3
2 4 3
A= , B=[3 5|, C=| 6 -3 10
3 -10
-1 -1 1 -1

[h(A)=2 , h(B)=2 , h(C)=3]

7. Zistite hodnosti matic

2 4 6

3 8 6 2 576
-1 2 3

A=|5 15 11|, B= , C= 6 2 3
3 10 15

2 7 5 -2 4 13
5 22 23

[h(A)=2 , h(B)=2 , h(C)=3]
8. Zistite hodnosti matic

2 31 4

3425 2 13 3 1 -2 3 2

2 4 1 4 2 40 -6 2 -3 4 7
A= , B= , C=

1011 1 -5 1 12 1 1 -2 10

4.6 3 7 3 -1 1 6 4 -11 20 -2

3626

[(h(A)=4 , h(B)=3 , h(C)=4]
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9. Vypocitajte inverzné matice k maticiam

3 8 6 1 3 -5
1 2 2 3
A= B= C=|1 3 2 D=|-2 -4 9
-3 4 5 7
2 7 3 3 13 -18
. s 5 -18 2 s u _1
At=l> 3 B*:[ J c*=|-1 3 0|, D'=]¢ 2 -4
3 1]’ 5 _2/° ! 2 3 2
10 -1 5 -1 7 2 -1
10. Vypocitajte inverzné matice k maticiam
1 1 1 -3 1 2 5 9
A=|-4 -5 -6|, B=| 4 -1 2|, C=(1 2 4
-3 -3 -4 1 0 2 3 7 14
2 1 -1 -2 -2 3 0o 7 -2
At= 2 -1 2|,B'=|-6 -7 10|,C*=| 2 -1 -1
-3 0 -1 1 1 -1 -1 -1 1
Determinanty
Cvicenie. Vypocitajte dané determinanty 2. stupia:
2 -3 -4 10 -2
) [D|= b) |D| = ¢) [Df=
6 8 2 -11 0
[ vysledky: @) [34], Db)[0], c)[-22] ]
2 -3 4
Priklad: Vypotitajme determinant 3.stuptia [D|=|0 1 6
2 -3 2
RieSenie: pomocou Sarrusovho pravidla
-3
1

= 21.2+0.(-3)4+2.(3).6-(412+6.(-3).2+2(-3).0)=4-0-36-8+36-0=—4

Ulohy: Vypogitajte dané determinanty 3. stupiia:

123 10 4 2 -3 1
a) |D|={4 5 6 b) ID|]=]2 3 0 c)D|]=| 6 4 1
789 089 -3 0 1

[vysledky: a) [O] b) [91] o) [47] ]



