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Metody rieSenia sustav linearnych rovnic

Osnova
1) Hlavné pojmy
2) Gaussova elimina¢na metoda (GEM)

a) RieSenie nehomogénnej sustavy linedrnych rovnic

b) Riesenie homogénnej sustavy linearnych rovnic
3) Riesenie ststav linearnych rovnic metédou inverznej matice
4) Riesenie ststav linearnych rovnic metodou determinantov
5) Kontrolné otazky a ulohy

1. Hlavné pojmy
Definicia 1: Sustavou m-linearnych rovnic S N-neznamymi sa nazyva ststava rovnic v tvare

a; X, +a,X, .. +aXx, =b

1n“*n
Ay X, + 85X, +..+ 8, X, =D,

1)

Ay X, +a,,X, +..+a,,X, =b

m?

pricom ¢isla a, pre i=12,...mKk=12,.,n sanazyvaji koeficientmi sustavy,

¢isla b, pre i =1,2,...,m absolutnymi ¢lenmi sustavy a X;, X,,..., X, su nezname.

Sustavu (1) nazyvame nehomogénnou, ak aspon jeden z absoltitnych ¢lenov b, #0.

Sustavu (1) nazyvame homogénnou, ak vsetky b, =0.

Sustavu (1) mézeme napisat’ v maticovom tvare ,

8y &, - Ay
kde A= |a,, a, -+ a,, | sanazyvamaticou sustavy (1),
aml am2 amn
X, bl
: Xp | .. : , b, , , ,
matica X = je maticou neznamych, matica B = . sa nazyva maticou absolutnych
X, bm

¢lenov sustavy (1).

A Ay A, bl
Matica A, = By Byt By b2 je rozsirena matica sustavy (1).
a, a a,, | b

ml
Definicia 2
Riesenim sustavy (1) sa nazyva kazda usporiadana n-tica realnych &isel [c,,C,...,C, ], ktora spliia
vSetky rovnice sustavy (1).
Vyriesit’ stistavu znamena najst’ vSetky jej rieSenia. Sistava mdze mat’:

- prave jedno rieSenie,

- nekonecne vela rieSeni,

- pripadne nema rieSenie.
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Pomocou nasledujucej vety mozeme zistit’, €i sistava linearnych rovnic ma rieSenie.

Frobeniova veta Sustava linearnych rovnic (1) ma rieSenie prave vtedy, ked’ hodnost’ matice
sustavy (1) sa rovna hodnosti rozsirenej matice sustavy (1), t.j. h(A) =h(A,).

Dasledok Frobeniovej vety pre nehomogénnu sustavu linearnych rovnic

1. Ak h(A)=h(A)=n, kde nje pocet neznamych sustavy (1) = sustava (1) ma
jediné rieSenie.

2. AK h(A) =h(A )< n= sustava (1) ma nekonecne vela rieSeni.

3. AK h(A) = h(A,) =sustava (1) nema rieSenie.

Homogénna sustava linearnych rovnic je sustava v tvare
A-X=0, (2

pricom A je matica typu m/n.
Homogénna sustava rovnic ma vzdy rieSenie, pretoze vzdy plati h(A) =h(A,) .

Ak h(A)=n, kde n je pocet neznamych, tak sGstava ma prave jedno nulové
riesenie [0,0,0,...,0]
Ak h(A) =k <n =slstava ma nekonecne vel'a rieSeni a existuje n-—k linearne nezavislych

rieSeni, ktoré nazyvame fundamentdlny systém rieSeni a kazdé rieSenie sustavy (2) je jeho
linearnou kombinaciou.

2. Gaussova elimina¢na metéda

Princip tejto metddy je zaloZzeny na ekvivalentnych upravach ststavy rovnic (Gaussov
algoritmus). Pomocou tychto uprav dostaneme z danej sustavy novu (ekvivalentnii) ststavu, ktora
ma ta isti mnozinu rieseni.

Ekvivalentné upravy rovnic sustavy su:

1. vymena poradia rovnic v sustave,

2. vynasobenie niektorej rovnice sustavy nenulovym c¢islom k,

3. pripocitanie k-nasobku jednej rovnice k inej rovnici ststavy,

4. vynechanie, resp. pridanie rovnice, ktora je nasobkom inej rovnice (resp. rovnic) ststavy.

Priklad 1:
VyrieSme v R3 sastavu linearnych rovnic: X + X, +3X3= 2
2X1 +5X2 - X3 = —12
RieSenie:
Rozsirent maticu sustavy budeme upravovat’ na redukovany trojuholnikovy tvar tak, aby matica
ststavy (pred ¢iarou) bola v diagonalnom tvare (nad aj pod diagonalou nuly):

12 -21-6)(D(2 (1L 2 -2 1-6 1 0 8 110
A=|1 1 3524 ~lo -1 5 1 8/@Q@~l0 -1 5 ! 8|
2 5 -1:i-12 0 1 30« (0o o 8 ig i
10 8:10 10 0} 2 X, )
~l0 1 -5 -8 ~lo1 0i-3 = x, =-3
00 1! 1)(8 () (00 111 xg =1
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Pre maticu sustavy a roz$irenu maticu sustavy plati h(A) =h(A;)=3,n=3.
Z dosledku Frobeniovej vety vyplyva, ze dand sistava mé prave jedno rieSenie.

K poslednej ekvivalentnej rozSirenej matici sustavy sme priradili sustavu rovnic, z ktorej je
zrejmé, ze sustava rovnic ma prave jedno rieSenie P ={[2, —3,1]}.

Priklad 2:
Riesme v R* sustavu linearnych rovnic uplnou Gaussovou eliminaénou metodou
X, +2x, —2x; —3x,=2
2x, +3x, + x; +5x, =3
X, + x, +3x; +8x, =1
3x, +5x, — x; +2x, =5

Riesenie: Rozsireni maticu ststavy upravime ekvivalentnymi riadkovymi upravami na tvar

s dvoma trojuholnikmi (t.j. nuly pod diagonélou aj nad diagonalou).

1 2 =2 =3]|2\(-2)(-1)(=3) 12 -2 -3] 2)4
A o231 503 |< 0 -1 5 11]-1[Q) (1 (-1
"l 1 3 81 0 -1 5 11]-1

35 -1 215 0 -1 5 11]-1

1 0 8 19] 0

0 -1 5 11|—-1[-(=1) 10 8 19]0

0 00 0|0 0 1 -5 —11]1

0 00 0| 0 N >

'
— A )
-
Ar

Z prvej rovnice vyjadrime X; a z druhej nezndmu Xj:
x, =—8x; —19x,
X, = S5x;+1lx, +1
Vseobecné rieSenie danej siistavy rovnic napiSeme v tvare

X =(-8x; —19x,, 5x; +11x, +1, x;, x,), x;, x, €R.

Priklad 3: VyrieSme v R’ sustavu rovnic
3X, —2X, + X; =11
X+ X,=3X;= 7
11x, —4x, —3x, =10
X —2X, + X; = 0.

Riesenie.

Pre roz$irent maticu sustavy plati :
3 -2 1]11 1 1 3| 7V-(3)/(-1) /(=) (1 1 -3 7
11 =370 |3 =2 11 |0 =5 10| -10)/-(-4)
11 -4 3110 11 -4 3|10 0 -15 30| -67

1 =2 1] 0 1 -2 1] 0 0 -3 4| -7




11 3] 7
0 1 2| 2[/-a5/0)
1o —15 30|67 N
0 -3 4| —7

S O O

1 -3
1 -2
0 0
0 -2
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7 11 3| 7
2 o1 =2

370 oo 2] 1
1) oo o|-37

Pre hodnosti matice sistavy a rozsirenej matice sustavy plati: ~ h(A) = h(A")

3 %4,

Dana sustava linearnych rovnic nema riesenie, teda P = @.

Postup rieSenia homogénnej sustavy linearnych rovnic Gaussovou elimina¢nou metddou je
obdobny ako pri nehomogénnej stistave linearnych rovnic.

Priklad 4:

VyrieSme v RS homogénnu sustavu linearnych rovnic:

RieSenie:

Xp+ 5%, + X3 =0
Xp— Xo+ 7X3 =0
2%y +7Xy +5%3 =0
X+ 2Xy +4X3 =0

Rozs$irent maticu sustavy upravime na trojuholnikovy tvar:

5
-1

A O~ R

1
1
2
1

o ]

O O O R
_ O
|
_ O

0 O

(D(=2)(-D)

O O

0

0
0
1

0

O O O

-1
0

w W o

|

Pre hodnosti matic plati: h(A)=h(A,)=2, n=3 =
Zistime pocet parametrov: N—h(A)=3-2=1, za parameter zvolime X3.

0

0
0|(-2)(-1)(-1)
0 F

~

10 6 10
0 1 -1 10

sustava ma nekonecéne vel’a rieSeni

K poslednej ekvivalentnej matici prislacha ststava rovnic, z ktorej vieme vyjadrit nezname

Xy, Xo (zévisia od parametra X3):

Xl + 6X3:O
X2 - X3 :0

Xl = —6X3
X2 = X3
X3 eR

Mnozina vietkych rieSeni sustavy rovnic ma vyjadrenie P = {[~6x3, X3, X3], X3 €R }

3. Riesenie sustav linearnych rovnic metédou inverznej matice

Majme ststavu n linearnych rovnic s N neznamymi zapisan v maticovom tvare, kde A je

regularna matica

A-X =B.
Potom k matici A existuje inverzna matica A", ktorou vynasobime maticovii rovnicu zl'ava

a dostaneme
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A" AX =A"B, odkial
EX=A"B,

Teda rieSenie sustavy linearnych rovnic s reguldrnou maticou A vypocitame podla tohto vztahu.

Priklad 5: Vypocitajme v R°®rieSenie ststavy linearnych rovnic pomocou inverznej matice
X, +3X, +2X; =2

3X, +8X, +6X, =3
2X, +7TX, +3X, =11 .

Riesenie:
Matica sustavy A je regularna, teda existuje k nej inverzna matica A™". Matice maju prvky
1 3 2 -18 5 2
A=|3 8 6], Al = 3 -1 0] (overte vypocet)
2 7 3 5 -1 -1
Podl'a vztahu X = A™-B dostaneme
X -18 5 2)\(2 1
X=X, |= 3 -1 0}]3]|=| 3]
X4 5 -1 -1) (11 -4

Teda rieSenim danej sustavy linearnych rovnic je usporiadana trojica [xl, Xy, X3] = [l, 3, —4].

4. RieSenie sustav linearnych rovnic metédou determinantov

Veta (Cramerovo pravidlo)

Ak je matica A sustavy regularna, tak stistava ma prave jedno rieSenie, pricom jednotlivé
nezname sa vypocitaji podl'a vztahu

_IAl
St

kde |A| je determinant matice sustavy (4) a |A,| je determinant matice, ktora vznikne z matice

X i=12,..,n,

A nahradenim i-tého stipca absolitnymi ¢lenmi sustavy rovnic.

Priklad 6: Vyriesme v R® danu sustavu linedrnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla:
Xg — Xp+2X3=—2

Xg —4Xo =-13
RieSenie:
Matica sustavy A je regularna, pretoze jej determinant sa nerovna nule:
1 -1 2
|D|=|A|=3 2 4/=-16+0.
1 -4 0

Z toho vyplyva, Ze dand sustava rovnic ma prave jedno rieSenie.
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Dalej pre k =1, 2, 3 vypogitame hodnoty determinantov D, (overte vypoity):

-2 -1 2 1 -2 2 1 -1 -2
D=| 7 2 4]=16, [D,|=|3 7 4|=—48, D=3 2 7|=-16
-13 -4 0 1 -13 0 1 -4 -13

16 —-48 -16

- _16

Jedinym rieSenim danej ststavy rovnic je usporiadana trojica

Dy |Dy| |Ds {16 —48 —16}
y ’ = ’ y = I} I} = _11 371
b, X2, %] LD| IR EEET e

5. Kontrolné otazky a ulohy

1) V akom pripade sa jedna o nchomogénnu sustavu linearnych rovnic?

2) Kedy nehomogénna sustava linearnych rovnic nema riesenie?

3) Moze nastat’ moznost’, Ze homogénna sustava linearnych rovnic nema rieSenie a preco?
4) Zopakujte ekvivalentné Gpravy sustavy rovnic.

Uloha 1: Rieste stistavu linedrnych rovnic Giplnou Gaussovou eliminaénou metodou
2X, —4X, +3%X, =1
X, —2X, +4%X, =3 (vysledok: [-1,0, 1])
3X, — X, + 5%, =2

Uloha 2: Rieste stistavu linearnych rovnic tiplnou Gaussovou eliminaénou metoédou
X +2X, +3X; = 4
2X, + X, — X3 = 3 (vysledok: nema rieSenie)
3X, +3X, + 2%, =10
Uloha 3: Rieste sustavu linedrnych rovnic tplnou Gaussovou eliminaénou metodou.
X, + X, + Xq = 0
X, +2X; + X, =-1 (nekonecne vel'a rieseni, v§eobecné rieSenie:
X +2X,4+X =X, = -1
X=X, =1-X4,%,), X, €R)
Uloha 4: RieSte homogénnu sustavu linearnych rovnic
X+ X, + X+ X, =0
3X, +2X, + X3+ X, =0 (X =x%3(1,-210)+x,(1,-2,01), x;3,X, €R)
X, +2X; + 2X, =0
Uloha 5: Rieste sustavu linearnych rovnic

a) inverznou maticou,
b) Cramerovym pravidlom.

X, + 2X, —3Xy =7 3X(+14%X,+7X3 =8
3X, +2X, —4X; =—7 Xp + 4Xyo+2X%X3 = 2
2%, — X, = 3 2X; + 9X,+5%x3 =5

Vysledok: (X =(1,-1,2)) Vysledok: P = {[ -2, 1, 0]}



