Teoria (prednaska 9)

Definicia_— parcialna derivacia funkcie pod la premennej X

Nech funkciaf (x,y )je definovana v okoli bod[xo, yo].

Ak existuie limita lm 2 Y0)~ f(Xo0.Yo)
X—»XO X= XO

, tak tato limitu

nazyvameparcialnou derivaciou funkcie f (x,y) poda

premennex v bode[xo, yo].

Poznamka:

Ked derivujeme funkciu pdh premennef, taky povazujeme za konStantu. Derivujeme

funkciu s jednou premennou

Definicia_— parcialna derivacia funkcie pod Fa premennej vy

Nech funkcia f (x,y )je definovana v okoli bod [xo,yo].

Ak existuie limita im0 ¥) = T(%0. %)
Y- Yo y_ yo

, tak tdto limitu

nazyvameparcialnou derivaciou funkcie f (x,y) pod’a

premennejy v bode [xo, yo].

Poznamka:

Ked derivujeme funkciu pdth premenney, tak x povazujeme za konstantu. Derivujeme

funkciu s jednou premenngu

Veta 1 — pravidla na vyp@et derivacii

Plati: (1) [kCF(xy)], =kCF.(x ), kje kondtanta,

[KCF (x, y)]y’ =k, (xY), kje konstanta
(derivujeme stin konStanty a funkcie)

@  [fey)+axy)l, = ) +aLxy),

[Foay)+a ), = f00y)+gy(xy)
(derivujeme stet funkcii)
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3)

(4)

fouy)]

f (6 Y)G(XY) = T (X, Y) [0, (X, )

L 9(x,Y) |

fxy)]

fy V) B(x, y) - F(x,y) g, (X, Y)

L a(x,Y) |

(derivujeme podiel funkcii)

[F e OO, = FL0% Y) (% Y)+ (%, Y) @ (X, Y).
[F M EOGY, = £ 00y TB0CY) + T 0, y) Ty (%, Y)

(derivujeme s&in funkcii)

,g%(xy) %0,

,9%(%,y) %0

Parcialne derivacie zlozenej funkcie_s jednou vnutoou zlozkou

a— vnutorna zlozka funkcie
b— vonkajSia zlozka funkcie

af _oagb
0X O0X 0da
of _oadb
dy 0y da

Parcialne derivacie zlozenej funkcie_s dvoma vnutoymi zloZkami

Nech zloZzena funkcia ma vyjadrerze= F(u,V).

Funkcieu=g(x,y), v=h(x,y)suvnutorné zlozky s premennyrly,

F(u, v) vyjadruje vonkajSiu zloZku funkcie s premennymy.

0z _OF

u+6_FBOLv
0Xx oOu 0x ov O0x

0z _OF

u+a_FG3Lv
dy 0u dy ov oy

Definicia — parcialne derivacie druhého radu funkcief (x, y)

Nech pre funkciuf (x,y )s oblagou definicieD(f )existuju parcialne derivacie 1. rddu.

Ak na mnozineM O D(f )existuju parcidlne derivacie parcialnych déciv 1. radu

pod’a premennyclx, y, tak ich nazyvamparcialne derivacie 2. radu

Zapis parcialnych derivéacii 2. radu

i(ﬂj _o°f o7t
oX) 0X0X gx?

0X
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o (of \_ a°f ]
—| —|=—— alebo fXy

ox\ oy ) oxoy
o (of \_o°f _o°f

o =_——=— alebo fy,
oylay) oydy oy?
2
oo 0°f alebo fy,
oy\0x ) 0yox
. AP o 9%f 9%
Poznamka. Nech stuzmieSané parcialne derivacie——, —— funkcie f(x,y) spojité
oxdy  0dyox
2 2
Vv bode[x0 yo] Potom platlﬂ_ﬂ
oxdy 0yox

Dotykova rovina ku grafu funkcie dvoch premennych

Rovnica dotykovej roviny ku grafu funkcié:z= f(x,y v)dotykovom bod€el =[Xy,Yp,Zy ]
ma vyjadrenie:

z—zo=%(xo,yo)tax—xo)+‘;—fy(xo,yo)uy—yo)

Priklad:

Vypocitajme rovnicu dotykovej roviny ku grafu funkcié: z = X2 + 2y2 -5 v dotykovom
bodeT =[2,-17z, = ?]

RieSenie:

Tretia suradnica dotykoveho bodu (fénk hodnota):

zo=f(2-1) =22+2[(-1)>-5=4+2-5=1 = T=[2-11]

Parcialne derivacie prvého radu funkdi€x,y : )

g—iz (x2 +2y2 -5 =2x

of 2 2 v
—=(x*+2y*-5),= =4
oy ( y“-95)y y

Vypocitame hodnoty parcialnych derivacii v bddg, yol =[2—- 1]
ﬂ(2,—1) =2[2=4
0X

ot 2-)=40-)=-4
oy
Udaje dosadime do rovnice dotykovej roviny:

z- ——(xo Yo) (X - XO)+_(X0 Yo) @Y = Yo)

z-1=4[(x-2)-4[(y-(-D)
z-1=4x-8-4y-4
z=4x-4y-11 rovnica dotykovej roviny
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Tedria (prednaska 10)

Poznamka. Pri vypaite lokalnych extrémov funkcie dvoch premennych boelgpouziva
determinant druhého stii@, preto uvedieme postup jeho vyno
Determinant druhého stiip vypa:itame nasledovne

Q1 X2

D= =ayq [y, — 3o Ay,

dy1 Ay

prvky determinantftl %12 821, 822 g reaineisla.
Priklad: vypogitajme hodnoty determinantov

p=| * j=4ﬂ—8E(—4)=36,

3 0
D=, _I;‘:stq—s)—om:—ls,

4 2
D= 5 3124[3—2[(5:0

Poznamka.Determinant méze bykladnécislo, alebo zaporné&slo, alebo nula.

Lokalne extrémy funkcief (X, V)

Definicia (lokalne maximum, lokalne minimum)

Hovorime, zdunkciaf (x,y) ma v bodeM = [xo, yo]
lokalne maximum (resp.lokéalne minimum),
ak pre kazdy bocﬂx, y] z okolia boduM, plati

f(xy)< (X0, Yo) (resp. f(x,y)= f(xp, ¥o))-

Veta

Nech funkciaf (x,y )méa v bodeM g = [xo, yo]
lokalny extrém a nech existuju spojité parcialnevdeie 1. radu

g—f(M 0)s g—f(M o) - Potom pre parcialne derivacie 1. radu plati
X y

of of
—(My)=0, —(M,)=0.
ax( 0) ay( 0)
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z =1{x,y)

m M = [xg, ¥o, Zo]

08 X

oSy

Obrazok — lokalne maximum funkcie

08 Z

z =f{x,y)

s

%mi:}inium M = [Xg Yo, Zo]

e
.

- MU = [XUs J’U]

Obrazok — lokalne minimum funkcie
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Definicia.
BodMo O D(f), pre ktory plati
of of
—(My)=0, —(My) =0,
6x( 0) ay( 0)

nazyvamestacionarny bodfunkcie f(x,y).

Veta (o lokalnych extrémoch)
Nech bodM = [xo, yo] je stacionarny bod funkcié (x,y )

a nech ma funkcia v bodd ; spojité parcialne derivacie 2. radu.

9°f 9% f

6—2('\/'0) w(Mo)
Nech determinanD = aéf azfy >0.

— (M — M

ayax( 0) 6y2( 0)

Potom ma funkciaf (x,y Y bodeM, lokalny extrém, a to:
2

1) lokalne minimum, ak sasne platgl—i >0,
X
2

2) lokalne maximum, ak gasne platlg—; <0.
X

Poznamka
Ak pre determinant z vety plafd <0, tak funkcia f (x,y )v bodeMy nemé extrém.

Ak je hodnota determinantD = ,Onevieme rozhodnUo existencii lokalneho extrému.
Musime vySetrovafunkciu f (x,y) v okoli stacionarneho bodd, inymi metédami.

Viazané lokalne extrémy

Pri hradani lokalnych extrémov funkcid (x,y Qvazujemex, y na celej oblasti definicie
D(f). Niekedy je vSak potrebné néjeokalne extrémy na niektorej podmnoZziGeoblasti
definicie D(f ) ( GOD(f)). To znamena, Ze do podmnozi® patria tie body[x, y]
z mnoziny D(f ), ktoré spnaji nejakd podmienku. Tato podmienka byvacayye vyjadrena
rovnicou g(x,y) = O.

Definicia

Nech z= f(x,y) je funkcia s obla®u definicie D(f ) nechM je mnoZina bodov, ktoré
spihaju rovnicu g(x,y) = Q oznagme G =M n D(f ). Lokélne extrémy funkcief (x,y na
mnoZzine G nazyvameviazanymi lokalnymi extrémami a rovnicu g(x,y) = 0 nazyvame
vazba (podmienka, obmedzenie).
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lokdlne

maximum

viazané
maximum

Pri hfadani viazanych lokalnych extrémov funkae= f(x,y s)vazboug(x,y) = 0moZzu
nastd dve moznosti:

1.) Rovnica vazbyg(x,y) = Qureuje jedina funkciuy = h(x )

Potom mdZeme funkciyy = h(x ¢losadi do funkciez = f(x,y ) za premenng. Vytvorime
tak funkciu jednej premennegj= f[x, h(x)] = F(x). Lokalne extrémy funkcié&(x) najdeme
pomocou metdd pre extréemy funkcie jednej premennej.

2.)Vazboug(x,y) = Onie je utend jedina funkciay = h(x ,)alebo ma vazba zlozity tvar.
Lokalne extrémy funkcie = f (x,y ¥ podmienkou vazbg(x,y) = 0@ypctitame pomocou
Lagrangeovej metody, ktora teraz uvedieme.

Lagrangeova metdda vypétu viazanych extrémov (postup):

1.) vytvorime pomocnu (Lagrangeovu) funkciu
F(xy)=f(xy)+Alg(xy),

kde ¢islo A (lambda — grécke pismeno) sa nazyegrangeov multiplikaény ¢initel’
(multiplikator ) a budeme Fada’ lokélne extrémy Lagrangeovej funkcig(x,y . )

2.) Vypokitame parcialne derivacie 1. radu pre Lagrangeovuunkciu
oF  oF
ox ' dy
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3.) Stacionarne body a koeficienA vypoéitame zo sustavy troch rovnic

a_on
[9)4
a_F:O
oy

g(xy)=0

4.) Vypotitame parcialne derivacie 2. radu pre Lagrangeovuunkciu
0°F 0°F 09%F 09°F
ox>  oxdy’ gy? ' dyox

5.) Pomocou determinantu

9°F 90°F
— (M — (M
e (Mo) axay( 0)
0% 0°F
— (M —(M
ayax( 0) oy (Mo)
zistime,¢i funkcia F(x,y) mé alebo nema v stacionarnych bodoch lokalne raytré
0%F

Pomocou hodnoty—z(M o) zistimegi funkcia ma v extréme maximum alebo minimum.
ox

Zaver:

Ak funkcia F(x,y) mé lokalny extrém v stacionarnom bob@,yo] spnajicom podmienku
vazby g(x,y) = 0,

potom funkciaf (x,y )ma viazany lokalny extrém v bocﬂreo, yo].

Poznamka.
Mbze sa sty Ze Lagrangeovou metdédou nengjdeme vsetky lok&éttrémy funkcie f (x,y )

s podmienkou vazbyg(x,y)= .0Vtedy musime pou#Zi inG metédu, napr. pomocou

kvadratickych foriem zistime existenciu extrému, alebo pouZzijeme metéektovania
funkénych hodnét.
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