2. ZloZzené Urokovanie

2.1. ZLOZENE UROKOVANIE

Pri jednoduchom urokovani pieame arok vzdy zo z@tocného kapitalu K,. Jednoduché
urokovanie pouzivame vtedy, kedoba, za ktoru sa pita Urok, je kratSia (mensia) ako
urokova peridda.

Ak doba, za ktoru pitame urok, je dlhSia ako Urokova peridéda, tak ytéaky pripisujeme
k istine na konci urokovej periddy a v nasledujucoinaobi tito sumu zuééme. Hovorime o
"Grokovani arokov", teda ploZzenom urokovani

Pri zloZenom arokovani budeme pouZitiato oznaenia:

K, - z&iato¢na hodnota kapitalu

i(p) - urokovacia sadzba (miera) pre danu urokovu derié
n - dzka arokového obdobia (pet Grokovych period)
K, - hodnota kapitalu po urokovych periédach

Aky bude narast kapital, pon urokovych periédach ?

Kapital na zaiatku 1. periody K

Kapital na konci 1. periody n=1 K;=Kg+U =Kg+KgOl=KglL+1[D)
Kapital na konci 2. periogdy n=2 K,=K,+K, OQ=K, @+i)=K, {1+i)?

Kapitél na koncn-tej periody :K, =K, @L+i)"
K, - budica (vysledna, kotiea) hodnota kapitalu
K, - pritomna (séasna, zéiatocna) hodnota kapitalu

Pre vyp@et buducej hodnoty kapitalu platitiah
* (1) Ky =Ko @+i)"

Zo vztahu (1) vyjadrime vzorec na vy pritomnej hodnoty kapitalu
Kn
@+i)"

* (2 Ko =

Zo vztahu (1) vyjadrime vzorec na vyj®i Urokovej sadzby

Ky
* (3) I_r\]/:o 1

Odvodenie;:

K, =K,@+i)"

Kn _ a+i"/ Q/_
Ko
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Zo vzahu (1) vyjadrime vzorec na vy dzky Grokového obdobia

. @ :|nKn‘|f‘Ko
In(L+1)
Odvodenie:
K, = Ko@+i)"

K .
N =@+)"/ oln
Ko

In(E—ZJ =ln@+i)"

In(ﬁj =nln(l+1i)
Ko
INK, —InKg =nln@+i)

InK,-InKg _ 0
In(L+1)

Veli¢inu r" = (L+i)" nazyvameirokovaci faktorpren periéd.

—» celkovy urok po n periédach

Un:Kn—KO:K0a+0”—KO:KJa+n”—ﬂ:Kou”—n

— prirastok (troky) v k-tej peridde

u, = Ko@+)to

Priklad 2.1
N4jdite buddcu hodnotu kapitalu 10 000 p.j. po it@-trokoch, vioZzeného nacét, ktory

poskytuje 86 rocnu urokovu mieru.
Priklad 2

Priklad 2.3
Jan si otvoril det v banke pri % ro¢nej urokovej miere a vlozil mal0 000 p.j. Po 3 rokoch
vybral z (tu 5 000 p.j. Akou sumou bude dispontym d’alSich 4 rokoch ?
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Priklad 2.4

Podnik chce ziska kapitdl potrebny na investovanie. Chce na to wukbrmu
zamestnaneckych obligacii v nominalnej hodnote pg0splatnych o parokov. Aki ma
stanovi’ cenu jednej obligacie, ak uvazuje s 15%-naunoo Urokovou mierou?

Priklad 2.5
Pri akej r@nej urokovej miere sa dany vklad zdvojnasobi zaobiel5-tich rokov ?

Priklad 2.6

Ak uvaZzujeme 8o rocna arokovu mieru, kiko rokov potrebujeme, aby vklad 2 000 p.|.
vzrastol na 3 000 p.j. ?

VZTAH MEDZI JEDNODUCHYM A ZLOZENYM UROKOVANIM

K, =K,(@+in) K, =Ky,@+i)"
U U
linearna funkcia pre exponencialna funkcia pre

pre n=0 = K,=K, [0K,]

spolané body grafov
pre n=1 = K, =K, [LK,@+i)] } P Y9

Narast kapitaluk , zavisi od doby Urokovaniaa plati :
Ak 0<nl = K,[@+in)>K,@+i)"

Ak n=1 = Ko+in)=Ko@+i)"

Ak n>1 = K l+in)<K,@+i)"

)
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Poznamka 1 Priuarokovom obdobi kratSom ako Urokova peridmta,ktord je stanovena
arokova miera (zv§ajne 1 rok), je vyhodnejSie pre maljiée vkladu pouzi jednoduché

arokovanie. Pri dlhSom obdobi ako jedna Urokovéadper je vyhodnejSie pouzZizloZzené

urokovanie.

Poznamka 2 Rozdiel medzi jednoduchym a zloZenym urokovanénprejavi tym viac,
¢im je urokové obdobie dlhsie.

Priklad 2.7
Vypocitajte narast sumy 10 000 p.j. vioZenej @at(pri 8% rocnej Urokovej miere na dobu
n=>5 n=10, n=20 rokov pri jednoduchom a zloZzenom urokovani.

2.2. NOMINALNE A EFEKTIVNE UROKOVE SADZBY

Symbolomi sme ozn&vali Urokovu sadzbu za 1 periédu - nazyvamefgktivna Grokova
sadzbg za periodu sme povazovali 1 rok.

V bankovych operaciach sa Uroky¢taju nie jedenkrat &me, ale niektkokrat r@éne. Dobu
medzi dvoma nasledujucimi vygami Urokov nazyvame (toou)konverzioy paiet racnych
konverzii ozndime m (m=1). Pri takychto transakciach byva¢anarocna urokova miera
a pa‘et konverzii Takuto r@nu arokovu sadzbu nazyvameminalnou urokovou sadzbou

Oznasenie:j aleboi™

V nasledujucom texte budeme pouZiti@to oznéenia:
j —nominalna Urokova sadzba
i — efektivna Urokova sadzba (za 1 periédu konvgrzie
m — paet konverzii
n— paet rokov
nim - patet urokovych periéd

Konverzia Pdet konverzii za rok

polrocna 2

e 2 . _ Urokova sazbazarok _ |

stvritrocna 4 i = - =
pocetkonverziizarok m

mes&na 12

denna 365(360)

.\ mm
Urokovaci faktor je r= (1+i)" :(1+ ij
m
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Vzorce na vypdet zakladnych vetin, ak i :# je efektivna Urokova sadzba:

. K, = K0[1+lj
m

_1 -InK,
m In(1+1j
m

Priklad 2.8. N4jdite buducu hodnotu vkladu 500 p.j. pri $tenom urokovani a 6%-nej
nominalnej urokovej miere za 5 rokov.

Priklad 2.9. Vypccitajte, ¢i je vyhodnejSie uloZi vklad 5 000 p.j. na 4%-nd nominalnu
arokovu mieru pri rénom alebo polrénom drokovani na obdobie 10 rokov.

Priklad 2.10. Ob¢an si otvoril ¢et v banke s vkladom 10 000 p.j. Banka poskytujernt®o
nominalnu Urokovu mieru pri poléaom Urokovani. Na konci 1. a 2. rokatah zvysi vklad
o d’alSich 5 000 p.j. Aka J&u sumu bude meobcan na dte po 5-tich rokoch ?

Priklad 2.11. RieSte predchadzajuci priklad za predpokladu, Z&dagoskytuje Sterocny
arok pri 8%-nej nominalnej urokovej miere !

Priklad 2.12. Podnik chce vytvoti zabezp&ovaci fond tak, aby mal négom 100 000 p.j.
potrebnych na vymenu opotrebovaného stroja o ksi.rio’ko musi viozf' do fondu teraz, ak
banka poskytuje Stvro¢ny Urok pri 8%-nej urokovej miere ?

Priklad 2.13. Uvazujeme o nakupe vkladového listu v hodnote 1% ©, ktory sa nam ma
vratit o 5 rokov v hodnote 20 000 p.j. Predpoklada saaémésurokovanie. Akej nominalnej
urokovej miere zodpoveda vynos z tohto vkladovésta I?
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2.3. ZMIESANE UROKOVANIE

Pre urokoveé obdobie =N +t, kdeN je celécislo, td (0)

Kn = Kyt = Ky @+ ) = Ko(@+i)N [+i )

K, =Ko@+i)N u+i )

Pr. 14. Vypocitajme buddcu hodnotu z vkladu 10 000 p.j. uloZergin 4 %-nej nominalnej

urokovej miere na dobu 5 rokov a 5 mesiacov.
RieSenie:

Pre urokové obdobi@ =t;+ N +t,, N je celécislo, t;,t, [ (01)
Kp = Ko [L+i ) L +i)™ TL+i )
Pr. 15.Vypocitajmena akd sumu vzrastol kapital 10 000 p.j. ptinej Urokovej sadzbe

i=0,09 od 20. 5. 1991 do 25. 8. 1995.
RieSenie:

2.4. EKVIVALENTNE UROKOVE SADZBY

Definicia: Nechj je nominalna Urokova sadzba pm roénych konverziach.
Potom r@nG Grokovi sadzbue , ktora za 1 rok poskytuje ten isty vynos, nazyvame
ekvivalentna efektivna réna urokova sadzba.

Pr. 16. Banka poskytuje na vklady a) mésé , b) denné aroky pri nominalnej urokovej
sadzbg = 0,055.Vypocitajte zodpovedajucu ekvivalentnu efektivnamd Grokova sadzbu.

2.5. DISKONTOVANIE PRI ZLOZENOM UROKOVANI
Pri matematickom diskontovar(bduraeni) je diskont rovny rozdielu
Dnh=K,-Ko , kde Kg= Kn(1+#j_mn
Pri obchodnom diskontovanje diskont rovny urokom zo splatnej hodndky, pri danej
diskontnej sadzbe :
K, =K, -K,d=K, (1-d)

Koo =Koy =Kud =K, (1-d) =K, (1-d)*

K, =K, (@-d)"
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Pritomna hodnota K, z kapitaluK,, pri danej diskontnej sadzloge zan urokovych periéd
K, =K,@d-d)"
Obchodny diskontpre zlozené Urokovanie je
Do =K, - K, =K, =K, @-d)" =K, [1- @~ d)"]
Priklad 2.17.
Vypocitajme matematicky a obchodny diskont zo sumy 10 ©Q. pri rovnakej roénej
urokovej a diskontnej sadzbe rovnej 0,08 za obdtwba@h rokov.

Bankari p@itaju diskont z vySSej sumy, nez aku realne vyplacari zlozenom Grokovani
je rozdiel medziD, , a D, v&si nez pri jednoduchom urokovani, preto zodpovexaju
urokové a diskontné sadzby musia b§yzne.

EKVIVALENTNE UROKOVE A DISKONTNE SADZBY

K

K. = n K,=K_ (1-d)
0 (l+ I)n 0 n( )
[0 matematicky diskont [0 obchodny diskont
Ko = Ko
U
L -1
1+1
U
_ i o
1+i 1-d
*)
Kn=K, 01 (™ s
R
EKVIVALENTNE EFEKTIVNE A NOMINALNE DISKONTNE SADZBY
(m) m(a
Kn ql_d)n = Kp Eﬁl_d?} @)
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Priklad 2.18.
Zmenka nominalnej hodnoty 10 000 p.j. je splatr@roky a 9 mesiacov. Aka je jej pritomna
hodnota pri polrénom urokovani a%-nej nominalnej urokovej miere ?

Priklad 2.19.

Pan Novy poZal pani Bielej 1. 2. 1990 sumu 20 000 p.j. pri 8n&-nominalnej urokovej
miere a polrénom drokovani. Pani Biela podpisala dlZobny Upésyviati pbzéku spolu s
arokmi o 5 rokov. Pani Biela chce dlZzobny Upis afskaspé uz 1. 8. 1992. Pan Novy suhlasi
pri pouziti matematického diskontu s 10 %-nou naimau Urokovou mierou s pokmym
urokovanim. Kéko musi zaplati pani Biela panovi Novému na vyrovnanie dihu?

2.6. ULOHY Z FINANCNEJ EKVIVALENCIE
Princip finaknej ekvivalencie mozno pouzitaj pri zloZzenom urokovani.

Priklad 2.21.

Zmenka nomimalnej hodno66 119,76 p.j. je splatnd o 5 rokov a je predayan8 % rocnej
arokovej miere. Ind zmenka nominélnej hodnoty 72,02 p.j. je splathd o 7 rokov pri
rovnakej urokovej miere. Zistitéj su tieto zmenky "finagne ekvivalentné”.

Poznamka. Pre zloZzené arokovanie plati: ak su dva kapit&yivalentné k nejakému
datumu, tak su ekvivalentné aj k inému datumu, tdddvalencia nezavisi athsu.

Priklad 2.22.

Dlh v sume 20 000 p.j. sa ma zaplaii3 roky. DIh chceme nahradékvivalentnou platbou

o 5 rokov, realizovanou pri nominalnej urokovej zael 0,07 pri polrénom Urokovani. Aka
vel'kd ma by tato platba ?

2.7. ANTICIPATIVNE UROKOVANIE

Predlehotny (anticipativny) arok je splatny naciatku urokového obdobia, ide teda
o rovnaky princip ako pri obchodnom diskonte.

/K o= _U\
zé&iatocny \L arok
kapital korimy
kapital
Priklad 2.23.

DIZnik Ziada o p6zku vo vySke 5000 p.j. na dobu 1 roku. Anticipativimpk je &%, veritd’
si zo sumy 5000 zrédza%sny urok vopred a vyplati diznikovi len 4700 p.jlzbBik musi po
roku zaplati 5000 p.j.
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Symbolika:K, - z&iatotna hodnota kapitalu
K,, - hodnota kapitalu po arokovych peridodach
n - paet trokovych periéd
ia - anticipativna drokova sadzba za 1 urokovu plerid@ rok)

Konesny kapitél po 1. urokovej periode:

KO = Kl_ Kl [ﬂA D‘.: Kl(l_IA) = Kl = lKO
Konesny kapitél po 2. drokovej periode:
Ki =Ky =Ko IaA=Ky(A-ia) = Ky = A K.O 2
1=ia (1-ia)
Konetny kapital pon-tej rokovej peridde:
. Kn- K
Kng =Kp=KpTa A=K, (@-ia) = Ky=—"L= .0 n
1=ia (1-ia)
Ko

* buduca hodnota kapitalu pri anticipativnom arokdvanK,, =

@=ia)"

« pritomna hodnota kapitalu pri anticipativnom drodol K, = K (1-i,)"

Priklad 2.24.
AkU sumu zaplati diznik z p&&iy 10 000 p.j. pri % anticipativhom urokovani o 5 rokov ?

EKVIVALENTNE DEKURZIVNE A ANTICIPATIVNE UROKOVE SAD ZBY

Porovnadme urokovacie faktory

l+iz—t =

2.8. SPOJITE UROKOVANIE

- diskrétne Urokovanie Lr. 2r. 3r. 4r.

- spojité urokovanie At - 0
pacet konverziim sa blizi do nekorima
m — oo

j = j(m) - nomin&lna Urokova sadzba v zavislosti odtpdonverziim
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Oznaenie: 0 = lim j(m)
m- o

arokova intenzita(irokova sadzba pre spoijité Grokovanie)

-\ Mmn
Buduca hodnota pre zlozené Urokovaniéje = K0[1+ i) :
m

m-— oo

mn
budica hodnota pre spojité urokovanie bukig= Iim K0(1+%j

t m
Plati Iim(1+%j e lim (1+£j =e?

t - o m- o m

n
mn mn m
K, = lim Ko(l+éj =Kg Olim [1+éj ZKO[E lim [1+éj ] =
m - oo m m — oo m m - oo m

= Ko [e? )" = Ko 29"
» vzorec pre buducu hodnotu K, =Kj, eo" *)

» vzorec pre pritomna hodnotu Ky =K, @ "

Zo vzorca (*) vyjadrimed a n
_InK, -InKj
n
= InK, -InKj
o

= 0

Priklad 2.25.

Vypocitajme budicu hodnotu kapitalu 5000 p.j., ktoryujeZzeny v banke pri % spojitom
urokovani na dobu 3 roky a 2 mesiace.

RieSenie Ky =5000p.j., d=003, n=3+%,=3+% =316

K, =Ko @°" =50002°%%816 = 5497 19

Priklad 2.26.
Cena bytu v ufitom meste vzrastla za 5 rokov na 500 000 p.jspdijitom vzraste s%-nym
rocnym prirastkom. Aké bola cena bytu pred 5-timi roRm
RieSenie K, =500000, 0=003, n=5
Ko =K, & 2" =500000& %°35 = 43035399 p.j.
Cena bytu pred 5-timi rokmi bolk430353 9p.].

10
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2.9. VZIAHY PRE ZODPOVEDAJUCE VELI CINY ZLOZENEHO
A SPOJITEHO UROKOVANIA

Porovname buduce hodnoty:
Ko(l+i)" =Ko @o"

(@1+i)" ="
1+i= eJ
U
i=ed -1 (a]
In+i) =Ine’
U
J=In(1+i) (*)
V= 1 = 1 :i :e_J
1+i 1+e%-1 €°
odurasitel y=¢e? ()
5 _ 5 _
diskontna sadzbal = | e -1 . e 1—1—i=1—e_5
+i 1+e-1 € e
U
d :]_—e_a- (*+)

2.10 VSEOBECNA TEORIA UROKOVYCH SADZIEB

Doteraz za danych podmienok boli Urokové a diskbnsadzby konStantné. Pri dlhSich
¢asovych intervaloch toto neplati, urokové a diskérgadzby sa menia ( napr. pod vplyvom
inflacie). Urokové sadzby (resp. miery) su funkcigasu. Oznéenie: =i(t).

Za tohto predpokladu je mozné vo vSeobecnej tédokovych sadzieb odvatvztahy:

t2
[a(t)@t
» buduca hodnota kapitall, = K, [&"

t2
- [o(t)at
 pritomn& hodnota kapitall; = K, (& *

kdety, t, sG¢asové okamihy,t; < t, O(t) je Urokova intenzita.

11
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Pr. Nech trokova intenzita pi&sovu jednotku 1 rok jé@(t) = 005{09)", pre kazdé.
Zistite pritomna hodnotu 10 000 p.j. splatmyc3 roky!

RieSenie:
t2
- [o(t)@t
Ki=K,[@ 1 , =0, t,=3, 4(t)=005(09)"
Pritomna hodnota:
t2 t2 3
- [a(tyat - [ 00509)" @t - [ 005109)' @t
Ki=K,[@ % = 10000 & = 100002 © =

3
09" } oo 9’93_0’90
o=100008  MO° =

X

vzorec_[axdlei—a+c =10000¢& H%

= 10000 %286 = 879320 p.j.
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