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PREDSLOV

Vzrastajuce mnozstvo a dblezitost’ informacii s vyrazné ¢rty dnesnej spolo¢nosti.
Ukazuje sa preto nevyhnutné vediet’ informacie spracovat’, sprehl'adnit’ a spravne
interpretovat’, aby mohli byt dobrym podkladom pre doélezité rozhodnutia. Mate-
maticka Statistika ma v tomto procese nezastupiteIné miesto a je vyznamnym na-
strojom na pripravu pddy pre kvalifikované rozhodnutia.

Predkladana ucebnica ponuka prehlad zakladnych Statistickych metdd pouziva-
nych v rozhodovacom procese v etape Statistického spracovavania, vyhodnocova-
nia a analyzy udajov. Teoreticky vyklad jednotlivych metéd je doplneny navodom
na ich realizaciu s vyuzitim EXCELu, ktory je dostupny kazdému uzivatelovi
Microsoft Office. Od Ccitatel'a sa vyzaduju iba zdkladné zruc¢nosti pri praci s EX-
CELom. Kazda kapitola konc¢i aplikaciou vo forme rieSené¢ho prikladu a prikladmi,
ktoré su urcené Citatel'ovi na vlastné precvicenie. Priklady st rieSené v Ceskej ver-
zii EXCELu 2000. Na konci u¢ebnice su vysledky nerieSenych prikladov a subo-
ry dat, ktoré sa vyuzivaja pri ich rieseni.

Ucebnica je urcend predovsetkym Studentom Akadémie ozbrojenych sil, ale i
ostatnych vysokych $kél pre zakladny kurz matematickej Statistiky. Moze byt ale
i vhodnou pomdckou vSetkym tym, ktori maju zadujem o skvalitnenie svojho roz-

hodovania.

Autorky aj touto cestou d’akuju recenzentom doc. RNDr. Cudmile Lysej, PhD.
z Katolickej univerzity v Ruzomberku, doc. RNDr. FrantiSkovi Kopkovi, CSc. zo
Zilinskej univerzity a RNDr. Eve Drobnej, PhD. z Akadémie ozbrojenych sil gen.
M. R. Stefinika za pripomienky, ktoré pomohli k skvalitneniu obsahu i formy

predkladanej ucebnice.
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1. ZAKLADNE POJMY

1.1 Uvod do $tatistiky

Matematicka Statistika je vedna disciplina, ktorej ulohou je vyhodnotit” hromad-
né javy v prirode a spolocnosti na zaklade poznatkov z tedrie pravdepodobnosti.
Umoznuje preniknut’ k podstate neprehl'adného mnoZstva ziskanych udajov a tym
lepSie spoznat’ zdkony objektivnej reality. Na odhalenie zakonitosti skiimanych
hromadnych javov je potrebné v etape zistovania informacii zhromazdit' vel'ké
mnozstvo Udajov a najst’ vhodna formu ich vyjadrenia. Po spracovani prislusnych
hodndt potom nastupuje ich analyza pre praktické vyuzitie. Matematicka Statistika
je nastroj na zvySenie kvality rozhodovania v 'ubovol'nej sfére 'udskej ¢innosti.
DIlhé obdobie bola Statistika spojend so zbieranim faktov najmi v demografii a
v ekonomike, ale v suCasnej dobe sa Statistické metddy pouzivaju na skimanie
hromadnych javov akéhokol'vek druhu. Prispela k tomu i Siroka pristupnost’ poci-
taCov a mnozstvo softvérovych produktov, ktoré maju zabudované i Statistické
funkcie. Existuji vSak i Specialne softvérové systémy na Statisticki analyzu
(STATGRAPHICS, SAS, atd’.). Jednotlivé programové produkty sa liS§ia obsahom
procedur, ale i sposobom ovladania. Ich vyber zavisi i od Specifik oblasti, v kto-

rych chceme matematicku Statistiku aplikovat'.

1.2 Statisticky subor a §tatistické znaky

Statistika sa zaobera javmi, ktoré nazyvame hromadné javy. Budeme rozlisovat’
dva typy hromadnych javov. Jeden z nich je zalozeny na velkom pocte opakova-
nych pozorovani (meranie, vaZzenie) istej vlastnosti jedného prvku. Kone¢nym cie-
Iom je o najlepsie pribliZzenie sa k skuto¢nej hodnote sledovanej vlastnosti. Svoju
pozornost’ vSak sustredime na druhy typ hromadnych javov. V tomto pripade sle-
dujeme na mnozine, ktora pozostava z vel’kého poctu prvkov vlastnost’, ktora ma v
istej miere kazdy prvok tejto mnoziny. Skimanim hromadného javu cez dostatoc-
ny pocet individualnych javov (udalosti) poznavame jeho podstatu, vnutorné vzta-

hy a suvislosti. Napriklad uroveini absolventov danej Sskoly nem6zeme hodnotit’ na
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zaklade jedného absolventa. Hypotézu, ze na Slovensku stipa pocet rodin, ktoré
maju najviac jedno dieta, nemozno formulovat’ bez pozorovania vacsieho poctu
rodin. Mnozinu prvkov, na ktorych sledujeme isty hromadny jav (udalost), nazy-
vame Statisticky siibor. Statistickym suborom moéze byt mnozina osob, zvierat,
inStitlcii a pod., ktord je definovana vecne, lokalne a casovo. Prvok Statistického
suboru nazyvame Statisticka jednotka. Pocet jednotiek v subore nazyvame roz-
sah stboru. Statisticky znak je vlastnost’, ktorti sledujeme na 3tatistickych jed-
notkach. Skumané vlastnosti Statistickych jednotiek mo6zu mat’ ré6zny charakter.
Delime ich na:
> kvantitativne (kardinalne) znaky, hodnoty ktorych su redlne cisla.
Kvantitativne znaky delime na
o diskrétne (znamka z matematiky, pocet deti v rodine),
e spojité (telesna vyska, prijem).
> kvalitativne (kategoriilne) znaky, ktoré slovne vyjadruju vlastnost’ Sta-
tistickej jednotky. RozliSujeme kvalitativny znak
e nominalny, ktorého hodnoty nie je mozné usporiadat’ tak, aby
hodnota znaku s vys$Sim poradim vyjadrovala vyssi stupenn vlast-
nosti, ako hodnota s niz§im poradim (farba oci, Statna prislus-
nost),
e ordinalny, ktorého hodnoty moézeme prirodzene usporiadat
(hodnost’ v armade).

Pri Statistickom spracovavani udajov casto krat nahradzame kvalitativny znak
kvantitativnym. Napriklad, kvalitativne hodnotenie Studenta (vyborny, vel'mi dob-
ry, dobry, nevyhovel) m6zeme vyjadrit’ ¢iselnym hodnotenim (1, 2, 3, 4).

Zakladny S$tatisticky subor rozsahu /N predstavuje mnozinu vSetkych Statis-
tickych jednotiek. V pripade, Ze nie je mozné skimat’ zakladny subor (z ¢asovych,
finan¢nych alebo inych dovodov), vytvarame z neho vyberovy sibor rozsahu
n < N a zhodnét x; sledovaného znaku X z vyberového suboru odhadujeme
vlastnosti (parametre) zakladného stiboru. Obr. 1.1. ukazuje vSeobecny postup pri

rieSeni Statistickych uloh.
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Definicia
Statistického
suboru

Urcenie
znaku

Sposob uplné
zistovania
vyberové
A Zistovanie udajov
Vol'ba spésobu a
vyberu ich spracovanie
Zistovanie udajov Vypocet
vo vyberovom stibore parametrov
a ich spracovanie zékladného stiboru

Vypocet
parametrov
vyberového stiboru

Odhad
parametrov zaklad-
ného suboru

Vyuzitie vysledkov
analyzy

Obr. 1.1 Vseobecny postup pri rieSeni Statistickych tloh
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1.3 Popisné metody

Pri spracovani Statistického stiboru je dolezitou tlohou triedenie stuboru. Pri trie-
deni vytvarame skupiny (triedy) Statistickych jednotiek, ktoré maju rovnaké hod-
noty skiimanej veliCiny. V pripade, Ze skimana veli¢ina nadobtda diskrétne hod-
noty, je kazda trieda zvycCajne reprezentovana jednou hodnotou tejto veliCiny. Ak
skamany znak je spojita veliCina, triedu reprezentuje interval jej moznych hodn6t.

Pri triedenti je dolezité dodrzat’ nasledujuce zasady:

> zasada uplnosti - kazda Statisticka jednotka musi byt zaradena do niekto-
rej triedy,
> zasada jednoznacnosti - kazda Statistickd jednotka je zaradena prave do

jednej triedy.

V pripade spojitych hodnot znaku X, ktoré reprezentuje ¢iselna os, zasadu jedno-

znacnosti zabezpecime vytvaranim triednych intervalov typu <a[,b[), resp.
(a ; ,bl.> , kde a; je dolna a b; horna hranica prislusnej triedy. Pocet intervalov vo-

lime najcastejSie od 8 — 20, pricom prihliadame na povahu skiimaného znaku a na
rozsah Statistického suboru. V pripade, Ze pracujeme so Statistickym stiborom roz-
sahu N, mdzeme pocet intervalov kurcit podla predpisu k£ =1+33log N .
V niektorych pripadoch zvolime stredy prislusnych intervalov za reprezentantov

hodno6t znaku v jednotlivych intervaloch.

Pocetnost’, ktora je priradend jednotlivym triedam, mo6ze byt
> absolitna »; - udava pocet jednotiek stiboru, u ktorych sa vyskytuje hod-

nota x; skimaného znaku X,
e ni / . , . ~ . ,
> relativna N - udava podiel absolutnej pocetnosti a rozsahu stuboru,

> kumulativna absolitna F; - je su¢tom absolutnych pocetnosti vsetkych

J- tych tried , kde j <i,
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» kumulativna relativna - udava podiel kumulativnej absolatnej po-

= |

¢etnosti a rozsahu suboru.

Triedenie pomocou zvoleného softvéru na pocitaci vyzaduje vlozenie udajov do
pamite pocitaca a volbu vhodnej statistickej procedury. Dobrou nazornou pred-
stavou o rozdeleni pocetnosti je grafickéa prezentacia vysledkov. Graficky mézeme
ziskané tidaje znazornit' histogramom. Jednotlivé podetnosti su zobrazené obdiz-
nikmi, ktorych zakladne st rovné Sirke intervalu a vysky zodpovedaju prislusnym
absolutnym, resp. relativnym pocetnostiam jednotlivych intervalov. Pre grafické
znazornenie Struktury Statistického suboru je vSak mozné pouzit’ i rézne iné dia-
gramy, resp. grafy, ktoré poskytuje zvoleny softvér. V pripade, ze sledujeme vy-
skyt hodn6t nominalneho znaku, je vhodna vol'ba Ciselného kodu pre jednotlivé
hodnoty kvalitativneho znaku.

Pri vyhodnocovani suborov, na ktorych sledujeme rbézne kvalitativne ale
1 kvantitativne znaky s vel’kym poctom pozorovani, je vhodné pouzit’ kontingen¢-
nu tabul’ku, ktora nam umozni analyzovat’ subor ako celok, ale i jeho jednotlivé
Casti. V ponuke S$tatistickych softvérov je procedura, ktorda ndm umozni tuto analy-

Zu.

EXCEL

Na triedenie $tatistického suboru v EXCELIi volime prikaz Ndstroje/Analyza uda-
jov. Z dialégového panelu si zo zoznamu vyberieme Histogram. Tato volba je
vhodné na triedenie dat a tvorbu histogramovych grafov. Uvedena procedura pou-
ziva vstupnu oblast’ (zadané hodnoty skimaného kvantitativneho znaku) a oblast’
tried (zadané Ciselné hranice tried). Ak nezadame hranice tried, EXCEL sam zvo-
li pocet tried a vytvori triedy orovnakej Sirke. Pri volbe Vytvorit’ graf sa
v samostatnom okne objavi graf, ktorého umiestnenie zvolime v moznostiach vy-

stupu. Pri vol'be kumulativneho percentudlneho podielu sa v grafe zobrazi
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i percentualna kumulativna relativna pocetnost’. Iny sposob ziskania histogramu je
cez vol'bu vytvorenia stipcového grafu.

Pre tvorbu kontingenénej tabul’ky si zvolime Udaje(Data)/Zostava kontingend-
nej tabul’ky a kontingencného grafu. Po uvedenej vol'be sa objavi okno Sprie-
vodca kontingencnou tabulkou. V iom Specifikujeme oblast’, v ktorej sa nachadza
subor so vstupnymi udajmi, ktoré chceme analyzovat. V d’alSom kroku pristupime
k tvorbe vlastnej tabul’ky. Vo vSeobecnosti ma tabul’ka Styri rozmery. St pod na-
zvami STRANA (PAGE), RIADOK (ROW), STLPEC (COLUMN) a UDAJE (DA-
TA). Okienko STRANA nie je nevyhnutné vyplnit. V pripade nevyplnenia, tabul’ka
sa rata zo suboru ako celku, v pripade vyplnenia, rata z hodnot premennej, ktora
sme do okienka preniesli. Ak okienko RIADOK vyplnime konkrétnou premennou,
bude vysledna tabul’ka obsahovat tol’ko riadkov, kol'ko je r6znych hodnot zvolenej
premennej a navyse riadok pre subor spolu. V pripade nevyplnenia tohto okienka,
bude tabul’ka obsahovat’ len jeden riadok s hodnotami za subor ako celok. Podobne
je to iv pripade zaplnenia okienka STLPEC. Zaplnenie okienka UDAJE je po-
vinné. Vyplnenim tohto okienka Specifikujeme, podl'a hodnét ktorej premennej sa
pocetnosti pocitaju, konkrétny tvar tychto pocetnosti, pripadne d’alSie udaje, ako
napr. sucet, priemer, maximum, minimum a d’alSie. Je mozné zvolit’ si irdzne
formy prezentacie vystupu. Ak v sprievodcovi kontingenc¢nou tabulkou
a kontingen¢nym grafom zvolime volbu kontingen¢ny graf, objavi sa spolu

s kontingenc¢nou tabul’kou i graf.

Priklad 1.1

V tabulkovej prilohe sa nachadza stbor PRIJIMACIE SKUSKY. Obsahuje vy-
sledky Studentov na prijimacich skiiskach na vysokt $kolu z matematiky, fyziky a
psychotestov. Okrem tychto udajov obsahuje aj informdacie o type absolvovanej
strednej Skoly, zndmku z matematiky po 2. semestri (desatinné ¢islo zohl'adiuje
pocet opravnych terminov) a priemerni znamku zo vSetkych predmetov v 2. se-
mestri. VSetky udaje su roztriedené do dvoch skupin podl'a prislusnosti Studentov

k jednej z dvoch fakult.
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Ukézeme si, ako urobime triedenie suboru a prislusny histogram pouzitim EX-
CELu. Nasou ulohou je urobit’ triedenie bodov, ktoré Studenti 2. fakulty v danom
roku ziskali na prijimacich skuskach z matematiky. Pouzijeme subor PRIJIMACIE
SKUSKY a zadame horné hranice triednych intervalov, ktoré su 5, 10, 15, 20, 25,
30. Volime prikazy Ndstroje/Analyza tidajov/Histogram. Specifikujeme oblast’,
kde sa nachadzaji hodnoty, ktoré chceme analyzovat’ a oblast’, v ktorej sa nacha-
dzaju hranice triednych intervalov. Potvrdenim okienka Vytvorit graf ziskame

nasledujuci vystup.

Tab. 1.1 Tabul’ka rozdelenia absolutnych pocetnosti

TFidy Cetnost
5 1
10 10
15 17
20 14
25 5
30 3
Dalsi 0
Histogram
20
7 15
o
£ 10
(/]
Q 5
0 |

5 10 15 20 25 30 Dalsi
Tridy

Obr. 1.1 Histogram
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Priklad 1.2

Zaujima nas, aky mali Studenti 1. fakulty priemerny pocet bodov z matematiky a
fyziky na prijimacich skuskach v sledovaném roku, pricom chceme urobit’ triede-
nie v zavislosti od typu strednej skoly a hodnotenia z psychotestov.

Ukazeme si, ako urobime kontingen¢nu tabulku, ktora bude prehladnym trie-
denim sledovaného znaku. Volime prikazy Udaje(Data)/Zostava kontingenénej
tabulky a kontingenéného grafu.

V okne Sprievodca kontingencnou tabulkou Specifikujeme oblast’, v ktorej sa
nachadza subor so vstupnymi udajmi, ktoré chceme analyzovat. V naSom pripade
to buda stipce stred. $kola, mat., fyzika a psych. zo stiboru PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta. Teraz pristupime k Specifikacii vlastnej tabulky. Do okienka RIA-
DOK presunieme z ponuky na pravej strane obrazovky znak stred. Skola a do o-
kienka STLPEC znak psych. Do okienka DATA presunieme znak mat. a fyzika.
Dvakrat klikneme mySou na prenesené znaky v okienku DATA a objavi sa okno
Pole kontingencnej tabulky, kde si v okienku Suhrn vyberieme pre nase potreby
priemer. Ak nas navySe zaujima i percentualne triedenie suboru, t.j. aké percento
Studentov z celku je z daného typu strednej Skoly a mé& dané hodnotenie z psycho-
testu, vlozime do okienka DATA napriklad znak mat. a z okienka sthrn vyberieme
pocet hodnét. Vol'bou Moznosti si z ponuky Zobrazit' data ako vyberieme % z cel-
ku. Potom uz len zvolime miesto na umiestnenie vyslednej tabul’ky a potvrdime

dokoncit. Na zvolenom mieste sa objavi vysledna tabulka (Tab. 1.2).

Z nasledujucej tabul’ky Tab. 1.2 vidime, Ze najvyssi priemerny pocet bodov z
matematiky (21,17) ziskali gymnazisti, ktori z psychotestov ziskali hodnotenie 1.
Najvyssi priemerny pocet bodov z fyziky (17,67) dosiahli opdt’ gymnazisti, ale s
hodnotenim 3 zo psychotestov. Podl'a o¢akavania, vyrazne najslabsSie priemerné
hodnotenie z matematiky (4,09) mali absolventi ucilist’ a z fyziky (4,67) absolventi
obchodnych akadémii. Z posledného riadku sa napriklad dozvieme, ze az 68,42%

Studentov malo na psychotestoch hodnotenie 3.
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Tab. 1.2 Kontingen¢na tabulka

psych.
stred.Skola | Data 1 2 3 | Celkovy soucet
G primér z mat. 21,17 18 6,33 14,81
pramér z fyz. 15,33 14,5 17,67 16
Pocet z mat. 7,89% 5,26% 7,89% 21,05%
OA primeér z mat. 9,17 9,17
pramér z fyz. 4,67 4,67
Pocet z mat. 0,00% 0,00% 7,89% 7,89%
P primeér z mat. 17,25 14 7,38 9,58
pramér z fyz. 15,5 13,33 11,19 12,03
Pocet z mat. 5,26% 7,89% 34,21% 47,37%
U primér z mat. 7,3 1,5 4,00 4,09
pramér z fyz. 5 1 5,64 5,06
Pocet z mat. 2,63% 2,63% 18,42% 23,68%
Celkem prumér z mat. 17,55 13,25 6,56 9,35
Celkem prumér z fyzika 13,67 11,67 9,69 10,63
Celkem Pocet z mat. 15,79% 15,79%  68,42% 100,00%

1.4 Parametre zakladného suboru

Subor hodnét, ktoré sme ziskali pri sledovani znaku X, charakterizuje komplexne
skimany jav. Pri ich analyze nas vSak zvicSa zaujima iba niekol’ko kIai¢ovych u-
dajov, z ktorych ziskame postacujuce informacie o skimanom subore. Tieto udaje
nazyvame parametre suboru, resp. popisné Statistiky, pripadne ¢iselné charak-
teristiky. Medzi zékladné parametre suboru patria aritmeticky priemer (stredna
hodnota), modus a median, ktoré charakterizuji polohu (Groven) hodnot znaku, va-
riacné rozpitie, rozptyl, Standardna odchylka, ktoré charakterizuja variabilitu hod-
not analyzovaného znaku. Informaciu o rozloZeni hodnét znaku X nam poskytne i

koeficient Spicatosti a koeficient Sikmosti. Bliz$ie si ich popiSeme.

Aritmeticky priemer x vyjadruje, aky objem hodn6t znaku X  pripada

v priemere na jednu jednotku suboru. Je definovany vztahom
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x =N2xi (1.1)

N - rozsah suboru,

X, - hodnota znaku Xu i-tej jednotky.

VaZeny aritmeticky priemer x pouzivame, ak pracujeme s triedenym siborom

hodnét znaku X. Na jeho vypocet pouzijeme vztah

— 1 n
X :Nijnj (1.2)

N - rozsah suboru,

m - pocet tried v stubore,

n, - absolutna pocetnost’j-tej triedy (j = 1, 2, ...,m),

X ;- hodnota znaku X, ktora reprezentuje j-tu triedu.

Spomenieme aspon niektoré dolezité vlastnosti aritmetického priemeru:
N —_—
a) Z (x; —x)=0, tj. suCet odchylok hodnét znaku od jeho aritmetického
i=1
priemeru je nulovy.
1 & -
b) Nz(xi +a)=x+a, t.j. ak pripo¢itame ku v§etkym hodnotam I'ubovolni
i=1
konstantu a, potom aritmeticky priemer sa liSi od pdvodného priemeru o tito

konstantu.

1< - . . —y .
c) —Zaxi =ax, t.j. ak vSetky hodnoty znaku nasobime nenulovou konstan-
i=1

tou, potom i aritmeticky priemer z tychto hodnét ziskame nasobenim pdvod-

ného priemeru touto konstantou.
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Modus M, je najcastejsie sa vyskytujuca hodnota znaku X, resp., v pripade triedené-

ho suboru hodnota reprezentanta triedy s najvacsou absolitnou pocetnost'ou.

Median M, je hodnota, ktora stibor zistenych hodnét deli na 2 rovnako pocetné skupi-

ny, t.j. skupiny, z ktorych prva obsahuje 50% Statistickych jednotiek, ktoré maji hodno-

tu znaku X mensiu ako median, druha obsahuje 50% zvysnych Statistickych jednotiek,

ktoré maji hodnotu vacsiu ako median. Ak zoradime vSetky hodnoty znaku podla

velkosti do neklesajucej (resp. nerasticej) postupnosti, tak medianom bude hod-

nota, ktora je v strede uvazovanej postupnosti.

M, =x,, ak N=2k+1,

e

— Xk + X+l

M, , ak N =2k
V pripade triedeného suboru
N +1
Mo—ar 2
n,

a - horna hranica triedy, ktora predchadza medialny interval,
N - rozsah suboru,

n, - pocet vietkych prvkov pod medidlnym intervalom,

n, - pocet prvkov medidlneho intervalu,

h - $irka triedy.

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Skutocnost,, ze pozname priemer, modus, resp. median dan¢ho suboru nie je posta-

cujucou informaciou pre popis daného suboru. Pre Statisticky subor je charakteristicka i

variabilita (menlivost’) zistenych hodnét. Na vyjadrenie variability siboru pouzijeme

nasledujuce parametre.
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Varia¢né rozpitie v, je iba pribliznou charakteristikou variability hodn6t sledo-
vaného znaku. Je definovany ako rozdiel najvicsej a najmensej hodnoty kvantita-

tivneho znaku, t.j.

Vi = Xmax = Xmin - (1 6)

Rozptyl o’ predstavuje aritmeticky priemer druhych mocnin (3tvorcov) odchy-

lok od priemeru x.Je definovany predpisom
2 1 - N2
o =— X, —x)". 1.7
N ;:1 (x; =) (1.7)

V pripade triedené¢ho suboru ho vypocitame podl'a vzt'ahu
1 -
2 2
o =— X, —x)'n; 1.8
N 209", (1.8)

N - rozsah suboru,

m - pocet tried v stibore,

n, - absolutna pocetnost’ j-tej triedy (j = 1, 2, ...,m),

x ;- hodnota znaku X, ktora reprezentuje j-tu triedu.

K dolezitym vlastnostiam rozptylu patri:
a) Rozptyl konstanty je rovny nule.
b) Ak pripocitame ku vSetkym hodnotam znaku konStantu, rozptyl sa nezme-
ni.
c) Ak vsetky hodnoty znaku vynasobime konstantou a, potom rozptyl takto
vzniknutych hodnét je rovny suéinu rozptylu pévodného suboru a druhej

mocniny konstanty a .

Standardna (smerodajns) odchylka o je definovana ako o=vo? a udava, ako

sa v priemere v danom subore odchyl'uji hodnoty znaku od aritmetického prieme-

ru.
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Standardna chyba (chyba strednej hodnoty) je definovana ako <.

NG

Nasledujtice dva parametre informuju o rozlozeni hodnét analyzovaného znaku
v zmysle vac¢sieho zoskupenia tychto hodndt v urcitej ¢asti variaéného rozpitia v

porovnani s ostatnymi ¢ast’ami.

Koeficient Sikmosti S charakterizuje symetriu rozdelenia. Jeho hodnotu vypoéi-
tame podla vztahu
LI oot
N3 i
S=——5—"—. (1.9)
o

V pripade triedeného stiboru

1 & -
NZ(xj —x)3nj
§=—"

= (1.10)

Ak S§=0, rozdelenie je symetrické, ak S > 0, hovorime o kladnej asymetrii (zo-
Sikmeni) rozdelenia, ak S < 0 o zapornej asymetrii rozdelenia. Znamienko koefi-
cienta Sikmosti signalizuje smer zoSikmenia a jeho absolitna hodnota silu zoSik-

menia.

Koeficient Spicatosti K charakterizuje koncentraciu hodnot sledovaného znaku

okolo jeho priemeru. Na vypocet pouzijeme vzorec

N —
:;;@_J

4
O

K -3, (1.11)

resp.
;,i (xj B ;)4 nj

K=—2— -3, (1.12)
(o2

ak pracujeme s triedenym suborom.
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Meranie koncentracie v tomto pripade, je teda meranim Spicatosti (excesu)
rozdelenia pocetnosti. Ak K > 0, rozdelenie je ,SpicatejSie”, Co znamena, Ze vr-
chol rozdelenia vel'mi vyrazne vynika. K < 0 sa prejavuje v ,,plochosti" tvaru roz-
delenia pocetnosti. Na vyjadrenie stupnia koncentracie sa pouziva porovnanie
s normalnym rozdelenim, s ktorym sa blizSie zoznamime v kapitole 3. V pripade

normalneho rozdelenia je koeficient Spicatosti i Sikmosti rovny 0.

EXCEL

Na vypocet parametrov zakladného Statistického suboru pouzitim EXCELu vyu-
zijeme jeho ponuku Statistickych funkcii. Niektoré zakladné z nich st uvedené

v nasledujucej tabulke.

Tab. 1.2 Statistické funkcie v EXCELI

AVERAGE aritmeticky priemer

MODE modus

MEDIAN median

MAX maximalna hodnota

MIN minimalna hodnota

VARP rozptyl

STDEVP Standardna (smerodajna) odchylka
SKEW koeficient Sikmosti

KURT koeficient Spicatosti
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Na ziskanie uceleného obrazu o parametroch sktimaného suboru je vhodné
z ponuky Analytickych ndstrojov vybrat proceduru Popisnd Statistika. Pomocou
tohto nastroja ziskame tabulku, ktora prehl’adne udava nielen hodnoty zakladnych
parametrov, ale i d’alSie udaje, ako napr. minimalna a maximalna hodnota, pocet
prvkov, sucet hodndt, a pod. Treba poznamenat, Zze v tabulke popisnej Statistiky
pod nazvom rozptyl vyberu a smerodajna odchylka nenajdeme udaje, ktory zis-
kame pouzitim spominanych Statistickych funkcii VARP a STDEVP (Tab. 1.2),
ale vyberovy rozptyl (medzi Statistickymi funkciami je pod nazvom VAR)
a vyberova Standardna (smerodajnd) odchylka (medzi Statistickymi funkciami je

pod nazvom STDEV), o ktorych sa zmienime v kapitole 4.

Priklad 1.4

Vypocitame zakladné parametre suboru z Prikladu 1.1, t.j. suboru, ktory tvoria bo-
dy z matematiky, ktoré Studenti 2. fakulty v danom roku ziskali na prijimacich
sktiSkach. Volime prikazy Ndstroje/Analyza uidajov/Popisnd Statistika. V okienku
Vstupna oblast’ Specifikujeme oblast’, v ktorej sa nachadzaju analyzované tdaje,
ponechame $pecifikiciu, Ze idaje st usporiadané v stipcoch. V pripade, ze v pr-
vom riadku vybranych tdajov je nazov znaku, v naSom pripade je to mat., potvr-
dime okienko Popisky. V d’alSom okienku Specifikujeme vystupna oblast’ a potom
vyznacime, ktoré parametre chceme na vystupe. Pre nase potreby staci vybrat’ Cel-

kovy prehlad. Po stlaceni OK dostaneme na vystupe nasledujucu tabul’ku.
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Tab. 1.3 Popisna Statistika

mat.
Sti'. hodnota 15,12
Chyba stf. hodnoty 0,83
Median 14,50
Modus 9,00
Smér. odchylka 5,88
Rozptyl vybéru 34,56
Spicatost -0,02
Sikmost 0,44
Rozdil max-min 26,50
Minimum 3,50
Maximum 30,00
Soucet 756,00
Pocet 50,00

Z tabulky vidime, Ze napr. priemerny pocet bodov z matematiky dosiahnuty $tu-

dentmi na 2. fakulte v danom roku je 15,12.

Pozor, v okienku Rozptyl vyberu sa nachadza tzv. vyberovy rozptyl, o ktorom
sa zmienime v kapitole 4. Z neho je potom vypocitana Standardna odchylka (Smer.
odchylka) a chyba strednej hodnoty. Na vypocet tychto parametrov pre nas za-
kladny stibor pouzijeme prislusné statistické funkcie. Konkrétne, pouzitim funkcie
VARP (STDEVP) dostaneme, ze rozptyl (Standardnd odchylka) analyzovaného
suboru je 33,87 (5,82). Podobne i koeficienty Sikmosti a $picatosti su v tejto ta-
bulke pocitané ako tzv. Standardizované koeficienty Sikmosti a $picatosti pre vybe-
rové subory. Rozdiely medzi hodnotami koeficientov Sikmosti a Spicatosti
v tabul’ke popisnej Statistiky a medzi hodnotami, ktoré ziskame pouzitim funkcii
SKEW a KURT su vSak zanedbatelné.

Z ostatnych tdajov si vSimnime napriklad koeficient Sikmosti, ktory je 0,44, o

signalizuje pozitivnu asymetriu. Z d’alSich udajov v tabulke je prakticka informa-
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cia o minimalnej a maximalnej hodnote ziskanych bodov ktoré si na 2. fakulte 3,5

a 30. Z posledného riadku sa dozvieme, ze rozsah sledovaného suboru je 50.

Priklady na precvicenie

1.5 Urobte triedenie a histogram stboru PRIJIMACIE SKUSKY
/1.fakulta/mat. Akceptujte hranice tried ponikané EXCELom.

1.6 Urobte triedenie a histogram suboru PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/ fy-
zika. Najskor akceptujte hranice tried ponikané EXCELom a potom urobte

triedenie pre hranice 5, 10, 15, 20, 25, 30. Coronate oba histogramy.

1.7 Urobte  triedenie a  histogram suboru PRIJIMACIE  SKUS-
KY/1.fakulta/psych. do 3 tried.

1.8 V tvare kontingencnej tabul’ky urobte percentualne triedenie suboru PRI-
JIMACIE SKUSKY/2. fakulta/ fyzika v zavislosti od typu strednej $koly a

hodnotenia z psychotestov. Urobte analyzu kontingencnej tabulky.

1.9 V tvare kontingenénej tabulky urobte triedenie suboru PRIJIMACIE
SKUSKY/2. fakulta/ matematika v zavislosti od typu strednej $koly a hod-

notenia z psychotestov. Urobte analyzu kontingen¢nej tabulky.

1.10 Urobte kontingen¢nu tabul’ku pre urcenie priemerného poctu bodov ziska-
nych na prijimacich skuskach z matematiky v zavislosti od typu strednej
Skoly a hodnotenia z psychotestov. Pouzite subory:
a) PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta
b) PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta

Urobte analyzu kontingencnej tabul’ky.
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1.11

1.12

Urobte kontingencnu tabulku pre urcenie priemerného poc¢tu bodov ziska-
nych na prijimacich z fyziky v zavislosti od typu strednej skoly a hodnote-
nia z psychotestov. Pouzite stibory:

a) PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta

b) PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta

Urobte analyzu kontingencnej tabul’ky.

Urcite priemer, rozptyl, Standardni odchylku, modus, median, koeficient
Sikmosti a Spicatosti stborov:

a) PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/mat.

b) PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/fyzika

¢) PRIJIMACIE SKUSKY/2. fakulta/ fyzika

Porovnajte udaje, ktoré ziskate pouzitim Statistickych funkcii ponukanych

EXCELom s udajmi, ktoré ziskate pouzitim procedary Popisna Statistika.
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2. PRAVDEPODOBNOST

Matematicky zaklad Statistickych metdd je teoria pravdepodobnosti, ktora skiima
zakonitosti v takych javoch a procesoch, kde sa vyskytuji prvky nahodnosti. Tato
kapitola obsahuje tie pojmy tedrie pravdepodobnosti, ktoré vyuzijeme pri popise
Statistickych metdd. Vhodny matematicky aparat na axiomatické vybudovanie teo-

rie nahodnych javov je tedria mnozin.

2.1 Nahodny pokus a nahodny jav (udalost’)

Okrem javov, ktoré su uréené deterministicky (fyzikalne a matematické zakony,
vztahy medzi ekonomickymi veli¢inami) sa Casto stretdvame s javmi, ktoré sa ne-
daju opisat’ tymto spésobom. Na vysledok ¢innosti, pri zachovani rovnakych pod-
mienok, mézu vplyvat’ aj druhotné faktory, ktorych vplyv nevieme predvidat’, pre-
to dopredu nie je znamy ani vysledok tejto Cinnosti. Preto takuto Cinnost’ - fyzicky
experiment volame nahodny pokus (hod kockou alebo viacerymi kockami, loso-
vanie prvku z nejakej mnoziny, rozdanie kariet, rézne nahodné hry, narodenie die-
tat’a istého pohlavia). Spolo¢nou vlastnostou ndhodnych pokusov je ich opako-
vatelnost’.

Nahodny jav (udalost’) je vysledok nahodného pokusu, ktory pod vplyvom
nahody niekedy nastane, inokedy nie. Nahodné javy sa oznacuju 4, B, ... .
Priklady :

e Pri hode kockou padne 5 bodov.

e Narodi sa dievca.

e Vyrobi sa zly vyrobok.

e V rade stoji najviac 5 T'udi.

e Zo vsetkych obyvatel'ov mesta sa vylosuje dochodca.
Je dolezité poznat mnozinu vsetkych moznych vysledkov ndhodného pokusu.
V dalsom ku kazdému takémuto vysledku priradime cislo, ktorym vyjadrime $an-

cu, ze dany pokus skon¢i s tymto vysledkom.
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2.2 Vztahy medzi nahodnymi javmi a operacie s nimi

Osobitne doblezité postavenie maju elementarne nahodné javy (oznacujeme ich

E;, E ..), ktoré zodpovedaju réznym zakladnym vysledkom nahodného pokusu.

Pre kazdy pokus je dblezité poznat’ vSetky elementarne ndhodné javy, z nich vy-

tvorit’ mnozinu vSetkych moznych vysledkov pokusu

Q={E,E,,..E,,.}.

Presnejsie: Nech mnozina Q = {E1 ,Ez,...,En,...} je neprazdna, aspon dvojprvkova.

Jej prvky st elementarne javy, nahodny jav je l'ubovol'nd podmnoZzina mnoziny

Q.

Zikladné vztahy medzi javmi a operacie s nimi

a)

b)

c)

d)

2)

h)

Mnozina Q predstavuje jav, ktory nastane vzdy po vykonani pokusu, vola
sa isty jav a oznacuje sa /. t.j. [ = Q (Obr. 2.1 a) .
Prazdna podmnozina mnoziny () reprezentuje memozny jav. Je to jav,
ktory po vykonani pokusu nikdy nenastane, oznacuje sa ¢ (Obr. 2.1 b).
Jav A je ¢astou javu B, ak s nastanim javu A4 nastane vzdy aj jav B, o
oznacujeme 4 c B (Obr. 2.1 ¢). Pre relaciu — platia vztahy:

AcAd; Acl; ¢cd; (A4cBA(BcC)=4AcC.
Javy A, B sa rovnaju (si rovnocenné), ak plati A cC B a sucas-
ne B C A, ¢o oznatujeme 4 = B (Obr. 2.1 d).
Jav A je opa¢ny jav k javu A, ak jav 4 nastane prave vtedy, ked’ nenasta-
ne jav 4 (Obr. 2.1 e).
Jav C, pri ktorom sucasne nastane jav 4 aj B nazyvame prienik (sucin)
javov A, B a oznatujeme C = AN B (Obr. 2.1 f).
Jav C, pri ktorom nastane aspon jeden z javov A alebo B, nazyvame zjed-
notenie (sucet) javov A, B a oznaujeme C = 4 U B (Obr. 2.1g).
Jav C je rozdiel javov A a B (v tomto poradi) a nastane prave vtedy, ked’
nastane jav A a zaroven nenastane B, ¢o oznaCujeme C = A — B (Obr. 2.1

h).



Statistika s Excelom 29

i)

k)

vV V V VYV

Javy A, B su disjunktné (nezluéitel’'né), ak ich stiCasné nastanie nie je
mozné, tj. AnB=¢ (Obr. 2.11).

Skupina javov 4,, 4, ,..., 4, tvori iiplny systém javov, ak 4, N4, = ¢, pre
i#j, i,j=12,..,naakplati 4, U4, U..U4, =Q.

Jav A je zloZeny jav, ak sa da vyjadrit’ ako zjednotenie aspon dvoch javov,

roznych od nemozného javu a samotného javu 4.

Elementarny jav E # ¢ ma vlastnosti:

Neexistuje taky jav B # ¢, pre ktory by platilo Bc E .

Rozne elementarne javy su vzdy disjunktné.

Kazdy zlozeny jav sa dé vyjadrit’ ako zjednotenie elementarnych javov.

Ku kazdému zloZzenému javu B existuje elementarny jav £ tak, ze £  B.

Poznamka 2.1

Vidime, Ze s javmi pracujeme ako s mnozinami, mézeme ich znazoriiovat’ Venno-

vymi diagramami ako na Obr. 2.1

N

Obr. 2.1 Znazornenie ndhodnych javov pomocou Vennovych diagramov
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Priklad 2.1
Hadzeme hracou kockou. Nech jav 4 je padnutie parneho poctu bodov, jav B pad-
nutie 2 alebo 4 alebo 6 bodov, jav C padnutie 2 bodov, jav D padnutie najviac 3
bodov, jav F padnutie viac ako 6 bodov. Potom vzt'ahy medzi javmi m6zeme vy-
jadrit takto:

» CcD,A=B

D- jav, Ze padnu aspon 4 body

F - nemozny jav

AnD=C

B —C - jav, ze padnu 4 body alebo padne 6 bodov

vV V V VY

(4uD i—jav, ze padne 5 bodov.

2.3 Pravdepodobnost’ a jej vlastnosti

Zatial’ sme sa zaoberali len vztahmi medzi nahodnymi javmi. Nahodné javy maja
aj ina objektivnu vlastnost. Pri mnohonasobnom opakovani nahodného pokusu
mozeme pozorovat isté pravidelnosti, zakonitosti. Napriklad, niektoré javy nasta-
vaju CastejSie ako iné. Skaimanim zakonitosti pri pdsobeni nahody sa zaobera teo-
ria pravdepodobnosti. Kazdy ndhodny jav m6zeme kvantitativne (Ciselne) ohod-
notit’, priradit’ mu ¢islo, ktoré bude vyjadrovat’ mieru moznosti, Ze tento jav nasta-
ne. Toto Cislo sa nazyva pravdepodobnost’ javu A, oznaCujeme ho P(4)
a v dalSom tento pojem zavedieme presnejsie.

Z historického hl'adiska iSiel vyvoj od Statistickej pravdepodobnosti (zaloze-
nej na mnohonasobnom opakovani pokusov), cez klasicka pravdepodobnost’ (za-
lozenej na kombinatorike), cez geometricku pravdepodobnost’ az po axiomatic-
ku pravdepodobnost’. Dnesna podoba axiomatickej pravdepodobnosti pochadza

od A.N. Kolmogorova (1934) .
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Klasicka definicia pravdepodobnosti

Je vybudovana na tom, 7e mnoZina elementarnych javov Q ={E,,E,,...E,} je ko-
necnd. Ku kazdému elementarnemu vysledku priradime ¢islo P(E,), vyjadrujuce
Sancu — pravdepodobnost’, Ze tento vysledok nastane.

Pravdepodobnostou na mnozine () nazyvame kazdu nezapornu funkciu P,

pre ktoru plati P(E1 )+ P(E2)+ et P(En ) =1.
Navyse, nech vSetky elementdrne javy st rovnako mozné, t.j. P(E,.)zl , pre
n

vsetky elementarne javy. Nech jav 4 c Q je tvoreny m elementarnymi javmi
z mnoziny (). Potom pravdepodobnost’ javu A je Cislo P(A), definované po-

dielom

P(4)=

m [ priaznivé pripady prenastupenie javu A]
. .

vSetky mozné pripady
Poznamka 2.2
Cislo 100 . P(A) je pravdepodobnost’ javu 4 vyjadrena v percentach. Tento sposob

vyjadrovania pravdepodobnosti je najcastejsi v beznych praktickych ulohach.

Priklad 2.2
V trojdetnej rodine, kde narodenie chlapca i dievcata bolo rovnako pravdepodob-
né, urcite pravdepodobnost’ nasledujucich javov:

e A - deti sa narodili v poradi CHDCH alebo CHCHD

e B -vrodine majl aspoi 2 dievCata

e ( -vrodine maju vSetky deti rovnakého pohlavia

e D -nemaju ziadne dievca

e £ - maju aspon jedného chlapca

e ['- maju najviac jedného chlapca.
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Vsetky moznosti ako sa mohli 3 deti narodit’ tvoria mnozinu elementarnych ja-
vov Q= { CHCHCH,CHCHD,CHDCH,DCHCH,CHDD, DDCH ,DCHD, DDD } ,
ktora ma 8 prvkov. Pravdepodobnost’ kazdého elementarneho javu z Q je urCena
napriklad takto: Zo 100 manzelskych parov sa polovici narodi CH a polovici D.
Z tych, ¢o uz maji CH ako prvé dieta, sa polovici narodi D a polovici CH.

A nakoniec, z tych , ¢o maju uz CHD sa zas polovici narodi CH. Preto podiel ro-

din, ktoré maju deti v poradi CHDCH je %z(%zéj =%= 0,125 . Toto cislo dosta-

neme pre kazdy elementarny jav z €2, t.j. vSetky elementarne javy st rovnako

mozné. Urcime, ktoré elementarne javy tvoria javy A-F a ich pravdepodobnosti:

A={CHDCH,CHCHD}=> P(4)= % =0,25,
B ={DDCH,DCHD,CHDD, DDD }=> P(B)= % =0,5,

C ={DDD,CHCHCH }=> P(C)= % =0,125,

D={CHCHCH}= P(D)= % =0,125,

E= {CHDD,DCHD,DDCH, CHCHD,CHDCH,DCHCH, CHCHCH}

F ={DDD,DDCH,DCHD,CHDD}=> P(F)=—=0,5.

4
8
Priklad 2. 3

Pri rieSeni predchadzajuceho prikladu mézeme rozmyslat’ aj takto: vytvarame
usporiadané trojice prvkov XXX, kde na kazdom mieste modze byt CH alebo D
(s rovnakou Sancou), vSetkych mozZnosti je 2-2-2 =8 (variacie s opakovanim), pre

: . : 2
jav 4 st vyhovujace len dve moznosti CHDCH, CHCHD. Preto P(A):§ =0,25,

atd’.
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Statisticka pravdepodobnost’ a relativna po&etnost

Vychadzame z vel'kého poctu nezavislych pokusov (t.j. vysledok jedného pokusu
neovplyvni vysledok nasledujiceho pokusu), vykonanych v rovnakych podmien-
kach a sledujeme, kol’kokrat nastal jav 4. Ak v jednej sérii n pokusov nastal dany

jav prave m-krat, tak Cislo
=—, 0<m<n 2.1)

nazyvame relativna pocetnost’ javu A4.

Ak postupne zvySujeme pocet pokusov v jednotlivych sériach, dostaneme po-
stupnost’ relativnych pocetnosti f}, f5, f3,... a pri velkom pocte pokusov zistime,
ze sa tieto relativne pocetnosti od seba malo odliSuju, vykazuja istu stabilitu. Pri-
deme k zaveru, ze existuje konStanta, okolo ktorej relativne poc¢etnosti koliSu. Pre-

to pravdepodobnost’ javu A4, ozn. P(A) je ¢islo

P(4)=1lim 2 2.2)

n—o n

m . ] < Ny
kde — je relativna pocCetnost’ javu 4.
n

NajznamejSie odovodnenie tejto vlastnosti pochddza od J. Bernoulliho ako je-
den tvar zakona vel’kych ¢isiel. Hovori, ze pravdepodobnost’ toho, Ze sa relativna

pocetnost’ javu 4 1isi od pravdepodobnosti javu 4 o F'ubovol'ne malé & >0, je rov-

na 1, ak je pocet pokusov nekonecne velky, t.j.

1imP(

To nas opraviuje pre vel'ké n nahradit’ pravdepodobnost’ relativnou pocetnost'ou,

m
—p
n

<5J=1, kde P(4)=p . (2.3)

t.j. P(4) = —. (2.4)
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Priklad 2.4

Pri opakovanom hode kockou zistujeme, ¢i kocka nie je faloSna. Sledujeme, aka je
pravdepodobnost’, Ze padne napr. jednotka. Vysledky z 5 sérii pokusov su v Tab.
2.1.

Tab. 2.1 Vysledky pokusov pri hode kockou

Pocet hodov Pocet padnuti jednotky Relativna pocetnost’
50 5 0,1
100 13 0,13
500 88 0,176
1000 159 0,159
5000 822 0,1644

Pri hode kockou je Q= {1,2,3, 4,5,6}, ale len jeden elementarny jav je priaznivy

vysledok. Preto P( A ) = % = 0,16, &o priblizne zodpoveda relativnym po&etnos-

tiam pri 1000 a 5000 pokusoch.

Priklad 2.5

Aby sme mohli priklad s 3 detmi v rodine vyrie$it’ Statistickym pristupom, potre-
bovali by sme zozbierat’ udaje napr. z 10000 trojdetnych rodin a zistit’, v kol’kych
rodinach sa narodili deti v poradi CHDCH alebo v poradi CHCHD, ozna¢me tento

pocet m. Pravdepodobnost’ javu A4 odhadneme pomocou relativnej pocetnosti

P(4)= ﬁ .

Geometricka definicia pravdepodobnosti

Nech Q) je mnozina (interval, rovinny utvar, priestorové teleso ) a G < Q, priCom
vieme vypoéitat’ dizku ( obsah, objem) mnozin G,Q. Zistime, aka je pravdepo-
dobnost, ze ndhodne zvoleny bod mnoziny Q padne aj do G ? Pravdepodobnost’

tohto javu definujeme prirodzenym spésobom ako podiel mier utvarov

P(4 )=%, 2.5)

kde £(G)>0, u(Q)>0 st miery ( dizka, obsah, objem ) Gitvarov.
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Pouzitie tejto definicie je vhodné, ak mnoziny Q, G maju nekonecne vela prv-

kov, ale pravdepodobnost’ zvolenia kazdého bodu v Q je rovnaka.

Priklad 2.6
Na usecke 4B s dizkou 1 st ndhodne zvolené 2 body C,D. Aka je pravdepodob-
nost’ toho, ze bod C lezi blizsie k bodu D ako k bodu A4?

X
D
1 l
Al € |p B
. S .

Obr. 2.2 Geometrické znazornenie prikladu

OznacCime v sulade s Obr. 2.2 |AC| =x,

AD| =y. Vzdy musi platit 0<x<1,
0<y<I1. Ak tieto vSetky mozné vol'by x a y znazornime ako body [x, y]v rovine,
tak Stvorec <0;1> X <0;1> na Obr. 2.3 predstavuje mnozinu Q vsetkych moznych vo-
liecb bodov C,D na usetke. Obsah tohto §tvorca je u#(Q)=1. Bod C lezi blizsie
k bodu D ako k bodu 4, ak plati | y—x| < x. Oborom pravdivosti tejto nerovnice

bude Cast’ Q a predstavuje mnozinu G priaznivych vysledkov tlohy. VyrieSime ti-
to nerovnicu a jej rieSenie znazornime graficky v rovine:

1. (y-x20)a(y-x<x) =(=x)a(y<2x)
alebo 2. (y—x<0)A(-y+x<x)= (y<x)a(y>0)

y=2x

0

1 1,5
Obr. 2. 3 Grafické rieSenie prikladu



36 Statistika s Excelom

. Preto pravdepodobnost’ toho, Zze bod C

W

Obsah vysrafovanej oblasti je ,u(G):

lezi blizgie k bodu D ako k bodu 4 je P(4)= “G) 3 _ 0,75.
uo) 4

Axiomaticka definicia pravdepodobnosti
Klasicky a geometricky pristup v predchadzajucich ¢lankoch davaji navod ako vypoci-
tat’ pravdepodobnost’ javu aj bez uskutocnenia ndhodného pokusu, Statisticky pristup
umoziiuje vypocitat’ pravdepodobnost’ javu az po vykonani velkého poctu pokusov.
Teoretickym zovSeobecnenim tychto definicii je axiomatickd definicia, ktora vSak ne-
dava priamo navod na vypocet pravdepodobnosti javu.

Nech Q je l'ubovolna, aspon dvojprvkova mnozina a S je neprazdna mnozina,
obsahujiica podmnoziny mnoziny Q. Nech S spiiia tieto podmienky:
Sl: ak A€ S, potom aj jej doplnok v Q je prvkom S, t.j. A€ S,

$2: ak A, €S, takaj (4, LAy U..UA, L. )eS, preVne N,

Kazdu funkciu P, ktora je definovana na mnozine S, s hodnotami v mnozZine real-
nych &isel, t.j. P: S—R aktora ma vlastnosti :
Al: kazdému javu A4 € S je priradené nezaporné Cislo P(A),
A2: P(Q)=1,
A3: ak A4,,4,,...4, ... st disjunktné mnoziny z S, pre kazdu ré6znu dvojicu mno-
Zin, potom
P(A1 U4, U..U4, ... )=P(A1)+ P(Ay)+ ..+ P(4,)+... (2.6)

volame pravdepodobnost’. Prvky mnoziny S volame nahodné javy, cislo P(A4)
volame pravdepodobnost’ javu A a usporiadanu trojicu ( Q2, S, P ) volame prav-
depodobnostny priestor.

Priamo z tejto definicie vyplyva, Ze ak nahodny jav je zlozeny z niekol’kych

elementarnych javov, potom pravdepodobnost’ jeho nastatia je sucet pravdepodob-
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nosti jednotlivych elementarnych javov, lebo elementarne javy su disjunktné

a mozno pouzit’ axiomu A3. Napriklad, ak 4 = {E1 ,E,,E; }, potom

P(4)= P(E, )+ P(E, )+ P(E;).

Priklad 2.7

Aka je pravdepodobnost’, Ze na kocke padne ¢islo vécsie alebo rovné Styrom? Ten-
to jav A pozostava z troch elementarnych javov (padne Stvorka, padne pitka, pad-
ne Sestka), ktoré st samozrejme disjunktné a pravdepodobnost’ nastatia kazdej

znich je 1/6 . Preto P(4)=1/6+1/6+1/6=1/2.

Pre 'ubovolné 4 € S,B € S platia tvrdenia:

a) P($)=0 (2.7)
b) P(4)=1-P(4) 2.8)
c) AcB= P(4)< P(B) (2.9)
d) o<P(4)<1 (2.10)

Dékaz Pri nasledujucich dokazoch stadi dany jav zapisat ako zjednotenie dis-
junktnych javov a pouzit axiomu A3.
o JUup=1I INng=¢ Podla A3:P(I)=P(Iug)=P(I)+P(p) .
Podla 42: 1=1+P(¢). Preto 0= P(g).
o Aud=Tadnd=¢.P(aua)=P(1),P(4)+P(4)=1 = P(a)=1-P(4).
e Ak Ac B potom B=AuU(4nB)a 4n(4nB)=g. Podra 43:
P(B)= P(4)+ P4~ B), kde P(4~B)>0. Preto P(4)<P(B).

e g$cAcT ,podlac)plati P(g)<P(4)<P(I),tj. 0<P(4)<1.

Dalsie vlastnosti pravdepodobnosti:

e) P(4-B)=P(4)-P(AnB) (2.11)
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Dékaz Jav 4= (A—B)U(AFNB ) a (A—B)m (A N B ): @ . Podl'a A3 plati
P(4)= P(4—B)+P(AN B). Potom P(4-B)=P(4)-P(4nB).

f) Veta o pravdepodobnosti zjednotenia javov Ak javy A, B nie su disjunkt-
né, neda sa aplikovat’ axioma A3 z axiomatickej definicie. V tomto pripade plati

P(4UB)=P(4)+ P(B) - P(4n B). (2.12)

Dékaz AUB=AU(B-4)a An(B-A4)=¢.Podla 43 a vysledku (2.11)
P(4UB)=P(4)+P(B—A4)=P(4)+P(B)-P(4nB).

g) Zovseobecnenim tejto vlastnosti dostaneme:

P( L’]AJ: Y P(4)- Y P4 A4 )+ X444 -
=1 i-1 ij=1 i)kl

i<j i<j<k

A (=)TP(A, Ay A (2.13)

Poznamka 2.3

Pravdepodobnost’, Ze nastane aspoi jeden z javov 4,B,C je
P(4UBUC)=P(4)+ P(B)+P(C)-P(An B)- P(ANC)-P(BNC)+

+P(ANBNC).

h) Podmienena pravdepodobnost’ Pravdepodobnost’ nastatia ndhodného javu
je ovplyvnena aj tym, ¢i nastal iny nahodny jav. Napriklad pravdepodobnost, ze
Sportovec je basketbalista je ind v pripade, ze ma vysku 210 cm a ind v pripade,
ked’ ma vysku 160 cm. Alebo pravdepodobnost’, Ze sa ucitel’ $koly stane jej riadi-
telom je ina v pripade, Ze je muz a ind, ak je to Zena. Hovorime o podmienenej
pravdepodobnosti javu A4za podmienky, Ze nastal jav B, Co ozna-
Gujeme P(4/B). Je definovana vztahom

P(ANB)

P(B)

P(4/B)= , kde P(B)>0. (2.14)
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Poznamka 2.4
Ak Q obsahuje len konecny pocet prvkov, da sa tato vlastnost’” dokazat’, ak nie,

treba ju brat’ ako definiciu (axiomu A4 ).

Na jednoduchom priklade objasnime povod tejto definicie.
V telocvicni je 50 $portovcov, 30 z nich ma nad 200 cm a z nich je 20 basketbalis-
tov. Nahodne sme vybrali Sportovca, ktory mal nad 200 cm. Aka je pravdepodob-
nost’, Ze je to basketbalista?
Oznacime jav B — $portovec je basketbalista, jav V' — je vysoky nad 200 cm. Zau-

jima nas pravdepodobnost’ P(B/ V). Vsetkych vysokych nad 200 cm je 30, priaz-

nivé vysledky predstavuju ti z tejto skupiny, ktori su basketbalisti, tych je 20. Preto

P(B/V)z%. Upravime toto ¢islo do tvaru P(B/V)z%. Cislo v ¢&itateli je

P(BNV), v menovateli P(V'). Odtial

P(BIV )= P(BNV)

P)

(2.15)

i)  Veta o pravdepodobnosti prieniku (sucinu) javov Pravdepodobnost’, Ze
javy 4,B nastanu sucasne je

P(ANB)=P(B)-P(4/B) (2.16)
alebo P(AnB) =P(A4)-P(B/4) . (2.17)
Je to jednoduchy désledok predchadzajucej definicie podmienenej pravdepodob-

nosti.

j)  Jej zovSeobecnenim je tato vlastnost’:

P4 ndyn.nd, )=Pl4,).P(4,/4). P(4; /4, N 4,)-...

P4, A AN N4, ) (2.18)
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k) Nezavislost’ javov Ak jav A4 nezavisi od toho, ¢i nastane jav B, hovorime, Ze
javy A, B st nezavislé a plati

P(4/B) = P(4), kde P(4)>0 a P(B)>0. (2.19)

Pomocou podmienenej pravdepodobnosti sa da dokazat, ze javy 4,B s nezavislé
prave vtedy, ked P(AnB)=P(4).P(B)
Ak st javy nezavislé, podstatne sa zjednodusi vypocet pravdepodobnosti prieniku ja-

VOov:

P4, N4, "0 A,)= P4, ) P(4,)-...- P(4,) (2.20)

Priklad 2.8

V trojdetnych (Priklad 2.2) rodindch mame zistit’ pravdepodobnost’ javu A4, Ze sa
deti narodia v poradi CHDCH alebo CHCHD, pricom sme predpokladali, ze prav-
depodobnost’ narodenia chlapca aj diev€ata su rovnaké, bez ohl'adu na pohlavie

predchadzajacich surodencov. P(CH )= 0,5 je pravdepodobnost’ narodenia chlap-
ca, P(A) =0,5 je pravdepodobnost’ narodenia dievc¢ata.
Jav A sa da vyjadrit’ ako zjednotenie dvoch disjunktnych javov 4, U 4,, kde 4, je
jav, ze sa deti narodia v poradi CHDCH a A, je jav, ze sa narodia v poradi
CHCHD. Preto

P(4, 0 4,)=P(4,)+ P(4,).
Jav 4, je prienik (sucin) troch nezavislych javov, preto
P(4,)=P(CH)-P(D)- P(CH) = 0,5-0,5-0,5 = 0,125,
P(4,)= P(CH)- P(CH)-P(4) = 0,125

Nakoniec P(4)=0,125+0,125=0,25.

1) Veta o uplnej pravdepodobnosti Nech javy H,,H,,...,H, tvoria Gplny

systém javov. Potom plati
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P(A)= S P(H,)-P(4/H,). (2.21)
i=1
Dékaz Jav 4 je zjednotenie disjunktnych javov (Obr. 2.4)
A:(AmHl)u(AmHz)u...u(AmHn), preto

P(4)= P(AnH,)+..+ P(AnH,)=

ZZHZP(AmHi)Z Zn:P(Hi )'P(A/Hi)'
i=1 i=1
H, H,
A
H5 H3
H,

Obr. 2.4 Veta o uplnej pravdepodobnosti

m) Bayesova veta Nech javy H,,H,,...,H, tvoria iplny systém javov.
Potom plati

P(Hk)'P(A/Hk)‘

P(4)

P(H, /A)= (2.22)

Dékaz Vyplyva z definicie podmienenej pravdepodobnosti.

P(H,n4) P\H,)P(4/H,)
A )= D54 At )

Priklad 2.9

Pravdepodobnost’, Ze vodiCom auta je muz, je 0,65. Pravdepodobnost’, Ze vodi¢ -
muz spdsobi dopravni nehodu je 0,033 a pravdepodobnost’, Ze vodiC - Zena spdso-
bi dopravnu nehodu je 0,030. Na ceste sa stala dopravna nehoda. Aka je pravdepo-

dobnost’, Ze nehodu sposobila Zena?
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Ozna¢me jav N - stane sa dopravna nehoda apomenujme pravdepodobnosti
z prikladu:

P(M ) = 0,65 je pravdepodobnost, ze vodi¢ je muz,

P(Z ) =0,35 je pravdepodobnost, ze vodic¢ je Zena,

P(N /Z ) = 0,03 je pravdepodobnost’, ze nehodu spdsobi zena,

P(N /M ) = 0,033 je pravdepodobnost’, ze nehodu sposobi muz.

Zaujima nas pravdepodobnost’, ze spésobent nehodu urobila Zena, ¢o je

P(z)P(N/Z) 0,35-0,03
P(N)  0,35-0,03+0,65-0,033

P(Z/N)= = 10,3286,

kde pravdepodobnost’ nehody P(N ) ur¢ime pomocou vety o uplnej pravdepodob-

nosti.

n) Bernoulliho schéma Ak ten isty pokus, pri nezmenenych podmienkach,
opakujeme viackrat a vysledok jednotlivého pokusu je nezavisly od vysledkov
predchadzajtcich pokusov, hovorime o opakovanych nezavislych pokusoch.
Prikladom je losovanie prvkov z nejakej mnoziny, kde prvky po pokuse vratime
spét.

Ak v kazdom pokuse nastane jav 4 s pravdepodobnostou p, potom pravdepo-
dobnost’ toho, ze v sérii n nezavislych pokusov nastane tento jav prave k-krat je

Pk’nz(ZJ-pk-qn_k, kde 0<k<n a ¢g=1-p, (2.23)

s gy nj. . . , . . . . ..
a kombinacné cislo (k} je pocet moznosti ako rozmiestnit’ v usporiadanej n-tici

k prvkov.

Priklad 2.10
Zmenme v rodine z Prikladu 2.2 pravdepodobnosti narodenia chlapca a dievéata

(len pre lepSiu nazornost, podstatu rieSenia to nezmeni) takto: P(CH )=0,51 a

P(D)z 0,49 . Predpokladali sme, Ze pohlavie druhého a treticho dietata v rodine
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nezavisi od pohlavia skér narodenych surodencov. Vypocitajte pravdepodobnost’
javu W, Ze medzi 3 sirodencami je prave jedno dievca.

Symbolicky zapiseme jav W =(DCHCH)w(CHDCH ) (CHCHD), &o st navza-
jom disjunktné javy a narodenie CH a D st nezavislé.

Preto P(W)=0,49-0,51-0,51+0,51-0,49-0,51+0,51-0,51-0,49 =3.(0,49) -(0,51)" .

Alebo P, =@-(O,49)l- (0,51).

0) Ak v tejto sérii pokusov vysledok kazdého pokusu zavisi od vysledkov pred-
chadzajacich pokusov, hovorime o opakovanych zavislych pokusoch. Prikladom

su vybery prvkov z nejakej mnoziny, kde prvky po pokuse nevratime spit’.

p) Nech je danych N prvkov, z ktorych K prvkov ma danu vlastnost’ (0 <K <N ) .

Zo vsetkych N prvkov vyberieme n prvkov (O <n<N ) Potom pravdepodobnost’

toho, Ze v tomto vybere ma danu vlastnost’ prave k£ prvkov je

KY(N-K
k) n—k )
P(A):T,kde 0<K<N, 0<n<N, 0<k<min{K,n}. (2.24)
~ y , } C(NY
Dokaz Pocet vSetkych moznosti ako vybrat’ n prvkov z N prvkov je [ j, ¢o su
n

kombinacie bez opakovania. Priaznivé vysledky tvoria tie vybery, ktoré obsahuji

kprvkov s danou vlastnostou, zvy$nych n-k prvkov nema danu vlastnost.

K
Z K prvkov (nositel'ov vlastnosti) sa k prvkov da vybrat’ [kJ spésobmi, zvysSnych
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N-K
n-k prvkov sa z N-K prvkov ( nemaji danu vlastnost’) d4 vybrat’ [ f J spo-
n—

(KJ (N ] Kj
. k)] n—k
sobmi. Preto P(4)=~4>———2.

)

Priklady na precvicenie

2.11  Co padne castejsie ako sucet na dvoch kockach , &islo 9 alebo 10? Ako je

to na troch kockach?

2.12  V jednom urade pracuje 7 zien a 3 muzi. Je nutné znizit’ stav zamestnancov
o troch. Urcite pravdepodobnost’ toho, Ze pri nahodnom vybere budu pre-

pusteni 2 muzi.

2.13  Na 6 listkoch su napisané pismena a zostavené slovo KARATE. Malé die-

t’a zostavilo z nich slovo RAKETA. Vie toto diet’a ¢itat’?

2.14  V autobuse sa rozpravaju Studenti o tom, ako bolo dnes na skuskach.
,,Kol’ki dnes boli?*
,, Dnes 0smi na matike a Styria na fyzike .*
,, Kol’ki urobili?“
,, Piati z matiky a traja z fyziky.*
,, A ¢o Eva?“
,, Eva urobila®.

Rozhodnite, na akej skuske bola Eva .

2.15  V antikvariate sa cena knihy znizuje, ak ma vytrhnutl aspon jednu stranu,

alebo su jej strany popisané. Knih, ktoré maju vytrhnuté strany je 20%,
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2.16

2.17

2.18

2.19

knih, ktoré su popisané poznamkami je 30% a knih bez chyby je 70%. Ur-
cCite, aka je pravdepodobnost’, Zze nahodne vybrana kniha je popisana, ale

ma vSetky strany!

Co je pravdepodobnejsie, vyhrat' v hre s rovnocennym partnerom 3 partie

70 4 alebo 5 z 8 (remiza sa nepripusta)?

Dve lode musia vylozit’ néklad v tom istom pristavisku. Prichody oboch
lodi st nezavislé a rovnako mozné v priebehu celého dina. Urcite pravde-
podobnost’ toho, Ze niektora z lodi bude musiet’ ¢akat’ na uvol'nenie prista-

viska, ak jednu z lodi vykladaji 1 hodinu, druha 2 hodiny.

Test sa sklada z 15 otazok, za kazdou je ponuknutych 6 moznych odpove-

di, z ktorych je len jedna spravna. Aby Student urobil skusku, je potrebné

zaSkrtnat’ asponn 10 spravnych odpovedi. Aka je pravdepodobnost, ze Stu-

dent skusku urobi, ak

a) odpovede zaskrtava uplne nahodne,

b) v kazdej otazke vie vzdy vylucit’ 3 zlé odpovede, ale zo zvySnych
troch si musi tipovat’,

c) je tak pripraveny na skusku, ze na 5 otdzok pozna spravnu odpoved’,

ale na zvys$nych 10 otdzok si musi odpovede tipovat'.

Pre sériovo - paralelna stistavu na obrazku su dané pravdepodobnosti bez-
poruchovej ¢innosti pre jednotlivé komponenty A, B, C, D postupne
p, =085, p, =091, p;, =089, p, =0,95 .Urcite pravdepodobnost’ bezpo-

ruchovej ¢innosti celej sustavy.

A B
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2.20

2.21

2.22

2.23

Pravdepodobnost’, Ze sicasna hospodarska depresia bude pokracovat’ aj na
buduci rok, sa na zaklade odhadov ekonémov rovna 0,1. K miernemu o0zi-
veniu ddjde s pravdepodobnostou 0,2, k vyraznému oziveniu s 0,5
a k prudkému hospodarskemu rastu s pravdepodobnostou 0,2. Pravdepo-
dobnost’, Ze zisk firmy presiahne 5 miliénov korun je podl'a podnikovych
manazérov v prvom pripade 0,05, v druhom 0,2, v tretom 0,7, vo Stvrtom

0,95. M6ze mat firma pri tychto podmienkach zisk vacsi ako 5 milionov ?

Nech jav 4 nastane v jednom pokuse s pravdepodobnostou p. Minimalne
kolko nezavislych pokusov treba uskutocnit, aby tento jav v nich nastal

aspon raz s pravdepodobnostou P? Odvod’te vztah!

Autobus prichddza na zastavku kazdé 4 minuty a elektricka (ktorej zastav-
ka je vedla autobusovej) kazdych 6 minat. Aka je pravdepodobnost’, Ze sa

cestujuci docka autobusu pred elektrickou.

V lotérii je n losov, z ktorych m vyhrava. Niekto si kupil k£ l6sov. Aka je

pravdepodobnost’, Ze vyhra?
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3. NAHODNA PREMENNA

3.1 Pojem a vlastnosti nahodnej premennej

Ak ku kazdému vysledku nahodného pokusu priradime nejaké redlne Cislo, alebo
ak vysledkom nahodného pokusu je hned’ ¢islo, mézeme hovorit’ o urcitom zobra-
zeni. Napr. po hode kockou priradime tomuto hodu 100 nasobok poc¢tu bodov na
kocke, alebo zistime pocet narodenych chlapcov za tyzden, ¢i pocet chyb v diktate,
alebo Cas cakania na elektricku. Vysledky pokusov st nahodné, preto aj tieto Ci-
selné udaje, ktoré priradime vysledkom pokusu maji nahodny charakter a nastava-
ju s istou pravdepodobnostou. Tento typ zobrazenia sa vola nahodna premenna
(nahodna veli¢ina). Presnejsie:

AKk je dany pravdepodobnostny priestor (Q,S,P), kde Q je konecna alebo
spolitate’na mnoZina, potom nihodna premenna (veli¢ina) X je Pubovol’na
realna funkcia X: Q> R.

Ak € je nespoditatel'na, je situacia trochu zlozitejSia. Napriklad: ak X je doba ¢a-
kania na elektricku, ktora chodi pravidelne kazdych 5 mintt, tak nas nezaujima, ¢i
cakame presne 0 minut, alebo 2 minuty, ale skor sa zaujimame, ¢i doba Cakania

bude napr. mensia ako 2 minuty, alebo ¢i budeme cakat’ od 1 do 2 minut.
Zaujimame sa teda o pravdepodobnost’, ze X € <a,b) , presnejsie
P({E e @ x(E)e(a;b))).

Aby sa dala uréit tato pravdepodobnost, musi byt {EeQ, X(E )<x} eS. Vse-
obecnu definiciu ndhodnej premennej v tomto pripade sformulujeme nasledujucim
sposobom. Nahodna premenna je 'ubovolné zobrazenie X: Q— R také, Ze pre
kazdé x € R je mnozina tych elementarnych javov, ktoré sa zobrazia na ¢islo men-
Sie ako x, prvkom mnoziny S, tj. {E€Q, X(E )<x}eS.

Nahodna premenna je jednozna¢ne dana, ak pozname hodnoty, ktoré nadobuda

a pravdepodobnosti, s ktorymi nadobuda tieto hodnoty. Tym je dany zakon rozde-

lenia pravdepodobnosti nahodnej premennej, alebo kratsie, rozdelenie nahod-
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nej premennej. To, ze nadhodnd premenna X nadobudne hodnotu x

s pravdepodobnostou p, oznaCujeme P(X =X )= p.

Priklad 3.1
V kazdej trojdetnej rodine zistime pocet chlapcov medzi ich detmi. To je ndhodna
premenna X. Pocet chlapcov mdze nadobudnut’ len hodnoty 0, 1, 2, 3. Tento pocet

je ndhodny, mo6zeme mu priradit’ ur¢iti pravdepodobnost’. Ak predpokladame, ze
C o . 1 A e
chlapec aj dievca sa narodia s rovnakou pravdepodobnost'ou p = > moézZeme zistit

pravdepodobnosti, s akymi nadobtida jednotlivé hodnoty tato nahodna premenna :

3 0 3
P( X=0 ):(OJ(%j [éj = é, je pravdepodobnost’, Ze nemaju chlapca,

3 1 2
P(X =1 )=(J(%j [%J = % , je pravdepodobnost’, ze maju jedného chlapca.

Podobne
w3 - e

Nahodné premenné moézeme rozdelit’ na dva zakladné typy :

e Diskrétna nahodna premenna, kde nahodna premenna nadobuda kone¢ny
pocet hodnot alebo spocitatelne vel’a hodnét (pocet poruch zariadenia za
deni, pocet dobrych vyrobkov v zasielke tovaru, poCet obsluzenych zakazni-
kov za 1 hodinu predaja).

e  Spojita nahodna premennd, kde ndhodna premenné nadobtda vsetky hod-
noty z urcitého intervalu (ohranicené¢ho alebo neohrani¢eného). Prikladom je

vysledok merania dizky, ak sa doptstame chyby +¢& cm. Vysledkom je na-

hodna premenna, ktord nadobuda hodnoty z intervalu <d -&,d +5>, kde

d je skutoéna dizka. Alebo &as, ktory ¢akame v rade, je nahodna premenna,

ktora moze nadobudnut’ hodnoty z intervalu < 0,¢ > .



Statistika s Excelom 49

3.2 Zakony rozdelenia pravdepodobnosti
Nech diskrétna ndhodnd premennd X nadobuda hodnoty x,,x,,...,x, anech po-

zname aj pravdepodobnosti, s ktorymi ich nadobuda, t.j. pozname funkciu
P(szi)zpi, pricom Y p,=1,kde i=12,...,n.
i=1
Tato funkcia sa vola pravdepodobnostna funkcia a reprezentuje zakon rozdele-
nia pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej premennej X .
Ak hodnoty x; a k nim zodpovedajuce p, usporiadame do tabulky, dostaneme
pravdepodobnostnu tabulku, ako d’al$i tvar zdkona rozdelenia pravdepodobnosti

diskrétnej nahodnej premennej X.

Xi X, X, X, n

s kde zpl :1
pi| P )2 D =

Po grafickom znazorneni bodov [x,., D; ] a ich spojeni useCkami dostaneme poly-

g6n rozdelenia pravdepodobnosti.

Priklad 3.2

Pravdepodobnostna funkcia pre situaciu z Prikladu 3.1 ma tvar
3 x 3—x
P(X:x)=£ j(lj (1) , kde x=0,1,2,3.
x )\ 2 2

Tab. 3.1 Pravdepodobnostna tabul’ka k Prikladu 3.1

X; 0 1 2 3

pi| U8 | 38 | 3/8 | 1/8

7kde zplzl
i=1




50 Statistika s Excelom

0,4

0,3 W
0,2 o
0,1

0 1 2 3 4

Obr. 3.1 Polygdn rozdelenia pravdepodobnosti k Prikladu 3.1

Dalsi zakon rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej je distribuéna
funkcia. Je to funkcia F : R — R, dana rovnost’ou

F(x)=P(X<x), xeR. 3.1

Hodnota distribu¢nej funkcie v Cisle x je teda pravdepodobnost’, Ze ndhodna pre-

menna X nadobudne hodnoty mensie ako zvolené x. Distribu¢nou funkciou sa daju

opisat’ diskrétne i spojité nadhodné premenné. Ak nahodna premenna je dana prav-

depodobnostnou tabul’kou, potom pre jej distribuénu funkciu plati F (x)= >,

X< X

¢o znamena, Ze sCitame pravdepodobnosti tych hodnét nahodnej premennej, ktoré

su mensSie ako zvolené ¢islo x.

Vlastnosti distribu¢nej funkcie F' nahodnej premennej X :

. VxeR:0<F(x)<1 (3.2)
2. lim F(x)=0 (3.3)
3. lim F(x)=1 (3.4)
4. Plx,<X<x,)=F(x,)-F(x,),prex, <x, (3.5)
5. Funkcia F je neklesajuca. (3.6)

6. Funkcia F je spojita zl'ava v kazdom bode x e R . 3.7)
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Priklad 3.3
Hodnoty a graf distribu¢nej funkcie ndhodnej premennej X z Prikladu 3.1 najdeme
osobitne v intervaloch oddelenych hodnotami nahodnej premennej takto:
ak x<0, potom F(x)=P(X <0)=0;
ak 0<x <1, potom F(x)=P(X <1)=P(X =0)=0,125;
ak 1<x<2, potom F(x)=P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)=
=0,125+0,375=0,5;
ak 2<x<3, potom F(x)=P(X <3)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)=

=0,125+0,375+0,375 = 0,875 ;

ak x>3, potom F(x)=P(I)=1. Graf tejto funkcie je na Obr. 3.2.
F(x)
1
0,875
0,5
0,125
0 1 2 3 X

Obr. 3.2 Graf distribucnej funkcie k Prikladu 3.3

Graf distribu¢nej funkcie 'ubovolnej diskrétnej premennej ma tvar podobny ako
na Obrazku 3.2. Je to ,,schodovita®“, neklesajica funkcia, ktora nie je spojita

v bodoch x;. Hodnota ,,skoku‘ v bode x; je pravdepodobnost’ p;.

Priklad 3.4

Nahodna premenna X je doba ¢akania na elektri¢ku, ktora chodi pravidelne kaz-
dych 5 minut. Najdite jej distribu¢na funkciu, nakreslite jej graf.

Ak x<0, tak F(x) = P(X < 0) =0, lebo ¢as ¢akania nemdze byt zaporny.

Ak x>5,potom F(x) = P(X <x)=1, lebo as Cakania je najviac 5 minut.

Ak 0<x <5, potom pravdepodobnost’ rastie linearne s Casom. Teda :
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0 pre x<0

F(x)=1{ x/5 pre 0<x<5
1 pre x>5
1 e
F(x)

0,5 -

Obr. 3.3 Graf distribu¢nej funkcie k Prikladu 3.4

Z distribu¢nej funkcie F (x) nahodnej premennej je odvodena definicia spojitej

ndhodnej premennej a d’alsi zakon rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premen-

nej — hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej X.

Nahodnu premennu X s distribu¢nou funkciou F' nazyvame spojita, ak existuje ta-

ké integrovatel'na, nezaporna funkcia ', Ze pre vSetky x € R plati

Fx)=P(X <x )=_];f(t)dt.

(3.8)

Funkciu f nazyvame hustota rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej pre-

mennej X.

Vlastnosti funkcie hustoty pravdepodobnosti f spojitej ndhodnej premennej X

maju ndzornu geometrickl interpretaciu, jasnu z Obr. 3.4 :

1.

Pla< X <b)= Iaff(x)dx

f (x)zF '(x), okrem bodov nespojitosti funkcie f.

(Obr. 3.4A)

(Obr. 3.4B)

(Obr. 3.4C)

(3.9)
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P(a <X<b)

F(x) )
Y - b = Y - =8
A B
y (x)
£ -J y . . \- LN

C

Obr. 3.4 Vlastnosti funkcie hustoty

Pre spojiti nahodnu premennu plati, P(X = x) =0. To znamen4, pravdepodob-
nost’, ze premenna nadobudne jednu konkrétnu hodnotu je nula. Z toho vyplyva, ze
plati:

Pla<X <b)=Pla<X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(b)-F(a).

Priklad 3.5
Néhodna premenna X je doba Cakania na elektricku, ktora chodi pravidelne kaz-
dych 5 mintt. Najdite funkciu hustoty rozdelenia pravdepodobnosti a nakreslite jej

graf. V predchadzajucom priklade sme nasli distribu¢nu funkciu F (x), podla (3.9)

jej derivovanim najdeme funkciu hustoty f.

0 pre x<0
fx)= 1/5 pre 0<x<5
0 pre x>5
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0.3
0.2 Py
f(x
0,1 ( )
'
T T T T \Q, 1
0 1 2 3 4 5 6

Obr. 3.5 Funkcia hustoty rozdelenia pravdepodobnosti z Prikladu 3.5

3.3 Ciselné charakteristiky rozdelenia nahodnej premennej
Zakon rozdelenia pravdepodobnosti charakterizuje dani nahodnt premennt tplne.
Niekedy vSak tento zakon nepozname, preto je vhodnejSie charakterizovat’ ndhod-
ni premennt pomocou inych ¢iselnych udajov, ktoré vystihuju zakladné vlastnosti
daného rozdelenia. Su to €iselné charakteristiky rozdelenia nahodnej premen-
nej. Delia sa na dve vel'ké skupiny :

e charakteristiky polohy

e charakteristiky variability

3.3.1 Charakteristiky polohy
Opisuju ,,polohu® ndhodnej premennej X na ¢iselnej osi, kde na osi sa ,,koncentru-

ju“ hodnoty nahodnej premennej. NajdodlezitejSia znich je stredna hodnota
(MEAN, E(X ), ,u(X )). Udava akysi stred (tazisko) celého rozdelenia, okolo kto-

rého hodnoty nahodnej premennej nahodne koliSu pri opakovanych pozorova-
niach. Pre diskrétnu nahodnu premennt je definovana vztahom

E(X)= > x;p; i=12,.. (rad musi byt konvergentny) (3.10)
i=1
Pre spojiti ndhodnu premennu je definovana vztahom

E(X)= fxf (x)dx (integral musi byt konvergentny). 3.11)
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Poznamka 3.1

Stredna hodnota ma taky isty rozmer ako nahodna premenna.

Predstavme si diskrétnu ndhodnu premennu, ktora nadobuda vsetky svoje hod-
noty x,,x,,...x, s rovnakou pravdepodobnostou p. Plati:
l=p,+p,+..+p,=p+p+..+p=np,
p=1/n

Tabul’ka rozdelenia pravdepodobnosti ma tvar:

x[ X xn
D 1/n 1/n 1/n
, LI N (. . . L . o
V tomto pripade E (X ) =) x,.—=—>1x;, Co je aritmeticky priemer Cd&isel
= N M=

X;,X,,...,X,. V praxi sa strednd hodnota Casto stotoziiuje s aritmetickym prieme-
rom. Ak hodnoty x,,x,,..x, nie si rovnako pravdepodobné, postva sa stredna

hodnota k tym hodnotam, ktoré su pravdepodobnejsie.

Vlastnosti strednej hodnoty:
> E(C)=C , kde C je kontanta
>  E(4X + B)= AE(X)+ B, kde 4,B st konstanty

> E(X +Y)=E(X)+E(Y), kde X,Y st nédhodné premenné

Modus nihodnej premennej X (MODE, Mo) je t4 hodnota ndhodnej premenne;j,
ktoru premenna nadobuda s najvac¢Sou pravdepodobnostou. Pre spojiti nahodnt
premennu X je to td hodnota nahodnej premennej, v ktorej ma hustota pravdepo-
dobnosti f (x) lokalne maximum.

Rozdelenie nemusi mat’ modus (antimodalne rozdelenie), ale mdze mat’ aj viac

ako jeden modus (polymodalne rozdelenie).
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Median (MEDIAN, Me) diskrétnej nahodnej premennej X je t4 hodnota nahodnej

premennej, pre ktort plati
P(X<Me)£% a P(XSMe)Z%. (3.12)

Pre spojitii nahodntl premennu je median Me ta hodnota nahodnej premennej, kto-
rd vyhovuje vztahu
1

: (3.13)

F(Me )= P(X < Me)= j:f(x)dx _

Priklad 3.5
S vyuzitim pravdepodobnostnej tabul’ky z Prikladu 3.1 uréime stredni hodnotu,

modus a median premennej X - po¢tu chlapcov v trojdetnej rodine.

x| O 1 2 3
o | U8 | 38 | 38 | 18

E(X):().l+1-§+2-§+3-l=2=1,5-
8 8 8 8 8

Premenna ma 2 modusy, prvy Mo =1, druhy Mo=2. V tomto pripade urime aj

dva mediany Me =1a druhy Me =2.

3.3.2 Charakteristiky variability

Tieto charakteristiky informuju o tom, ako d’aleko od strednej hodnoty su rozpty-
lené hodnoty ndhodnej premennej. Napriklad z dvoch strelcov, ktori strielali na
rovnaky ter¢, prvy nastriel’al tromi ranami 7, 8, 9 bodov, druhy 6,8,10 bodov, sa
nam zda, Ze prvy striela lepSie. Jeho strel’ba je ststredenejSia, menej rozptylena,
hoci stredna hodnota je u oboch strelcov 8. Najdodlezitejsia charakteristika variabi-

lity je rozptyl (VARIANCE, disperzia, D(X ), o’ (X )). Je definovany

D(x)=E{[ X - E(X)}, (3.14)
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teda ako stredna hodnota druhej mocniny odchylky nahodnej premennej od jej

strednej hodnoty. Specialne, rozptyl diskrétnej ndhodnej premennej X je
D¥)=X[x, ~EX) - p, (3.15)

a rozptyl spojitej ndhodnej premennej X je

D(x)= OJi[x—E(X)]z 7(x)x. (3.16)

Vlastnosti rozptylu:
> D(C ) =0, kde C je konstanta

>  D(AX + B)=4>D(X), kde 4, B st konstanty

> D(X)=E(x?)-E*(x), kde E>(x)=[E(X)} (3.17)

Poznamka 3.2

V praxi sa na vypocet rozptylu pouziva vztah (3.17). Rozptyl ma rozmer druhej
mocniny rozmeru nahodnej premennej, ¢o nie je vo fyzikalnych tlohach vhodné,
preto sa zavadza d’alSia charakteristika variability s rovnakym rozmerom ako ma
samotnd ndhodna premennd. Je to Standardna odchylka (STANDARD DEVIA-
TION, strednd kvadratickd odchylka, smerodajna odchylka, O'(X )), ktora defino-

vana vzt'ahom

o(x)=+/D(X). (3.18)

Priklad 3.6

Hram hru s jednym protihra¢om. Ak na kocke padne jednotka, super mi zaplati 4
Sk, ak padne dvojka alebo trojka, siper mi zaplati 1 Sk, ak padne Stvorka, super mi
zaplati 2 Sk, v ostatnych pripadoch ja platim superovi 3 Sk. Je pre mna tato hra
vyhodna? Aky mam priemerny zisk (stratu) po jednom hode? Aku Standardnu od-

chylku ma mdj zisk?
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RieSenie Nahodna premenna je moj zisk z jednej hry. Zostavime tabul’ku rozdele-

nia pravdepodobnosti

zisk -3 1 2 4
Di 2/6 2/6 1/6 1/6

D(x)=E(x?)- E*(x), E(X2)=9-%+%+4%+16%=?,

2
D(X):ﬂ—(gj _236 o(X)=4/D(X)=2,56.
6 \6 36

MGj priemerny zisk z jednej hry je 2/6 Sk, Co je asi 0,33 Sk, Standardnad odchylka
je velka, az 2,56 Sk.

3.3.3 Zaciatoc¢né a centralne momenty

Su to vSeobecnejsie ¢iselné charakteristiky, pomocou ktorych sa daju zaviest’ d’al-
Sie typy Ciselnych charakteristik, ktoré nazornym spdsobom popisuju nejaké roz-
delenie.

Zaciato¢ny moment k-teho radu (v, ) diskrétnej ndhodnej premennej je defino-

vany vztahom
k
Vi = in pi
1
a spojitej nahodnej premennej

v, = Txkf(x)dx.

Pre k=0 jevy=1a pre k=1 je v, =E(X)=u.
Centralny moment k-teho radu ( x, ) diskrétnej ndhodnej premennej je defino-

vany vztahom
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Hi = Z[xi _E(X)]kpi

1
a spojitej nahodnej premenne;j

o0

, = [lr- ECOF (s

Pre £=0,1,2 dostaneme ;=1 u, =0, u,= D(X).

Koeficient Sikmosti (SKEWNESS, asymetria, S(X )) charakterizuje asymetriu

rozdelenia. Je definovany vzt'ahom

S(x)= : (3.19)

Geometricka interpretacia koeficientu v pripade spojitej premennej je jasna z Obr.

3.6. V pripade diskrétnej premennej takato interpretacia nie je spol'ahliva.

S>0 §=0 §<0

Obr. 3.6 Geometricka interpretacia koeficientu Sikmosti

Koeficient Spicatosti (KURTOSIS, exces, K (X ) ), ktory charakterizuje $picatost’,

strmost’ rozdelenia je ureny vztahom

K(x)=—1t4__3. (3.20)

Porovnava dané rozdelenie s grafom funkcie hustoty normovaného normalneho

rozdelenia, ktoré definujeme v Casti 3.5.1:
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> kladna hodnota urcuje strmsie rozdelenie ako normalne,

\4

zaporna hodnota urcuje plochsie rozdelenie ako normalne,

> nulovi hodnotu ma rozdelenie rovnako strmé ako normalne.

K>0

K<0 K=0

Obr. 3.7 Geometricka interpretacia koeficientu Spicatosti

3.3.4 Kvantily
U spojitych ndhodnych premennych sa v Statistike Casto vyuzivaju kvantily. Pou-
Zivaju sa pri intervalovom a bodovom odhade parametrov, pri testovani Statistic-
kych hypotéz.

Nech 0 <a <1 je 'ubovol'né realne ¢islo. 100 -« - percentny kvantil je ta hod-
nota x,nahodnej premennej X, pre ktoru plati

P(X <x, )z a.

Z geometrického hl'adiska rozdeli kolmica na os x v bode x, obsah pod grafom
funkcie hustoty na 2 ¢asti, lava ¢ast’ ma obsah «, vpravo leziaca ¢ast’ ma obsah
(1 - a) (Obr. 3.8). Niekedy su tabelované (hlavne v starSej literature) tzv. kritické

hodnoty. 100.c - percentna kriticka hodnota je td hodnota x, nahodnej pre-

mennej X, pre ktoru plati

P(X>x,)=a.
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Z geometrického hl'adiska rozdeli kolmica na os x v bode x, obsah pod grafom
funkcie hustoty na 2 Casti, l'ava ¢ast’ ma obsah 1—«, vpravo leziaca ¢ast’ ma obsah

o . Je jasné, e a —kvantil je (1 a)- kritickd hodnota.

Obr. 3.8 Geometricky vyznam kvantilu

3.4 Niektoré rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnej

nahodnej premennej

3.4.1 Diskrétne rovnomerné rozdelenie R(n)
Nahodna premennd moéze nadobudat’ hodnoty 1, 2, 3, ... , n. Ak pravdepodobnost’
vyskytu ktorejkol'vek z nich je rovnaka t.j. 1/n, hovorime o rovnomernom rozde-
leni premennej. Cislo 7 je jediny parameter rozdelenia.

Napriklad, ndhodna premenna X je pocet padnutych bodov na hracej kocke.
Vysledkom po hode kockou je jeden zo 6 javov, kazdy sa stane

s pravdepodobnostiou 1/6.

Tab. 3.3 Pravdepodobnostna tabul'ka rovnomerného rozdelenia

X; 1 2 3 4 n

D, 1/n 1/n 1/n 1/n 1/n
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Ciselné charakteristiky: E(X)= L ; ! , D(X) n 1
3.4.2 Alternativne rozdelenie A(p)

Mame jeden pokus, v ktorom skumany jav 4 mdze nastat’ alebo nenastat’. Napri-
klad pohlavie vylosovanej osoby je muzské, vybrany vyrobok je dobry, Sportovy
klub vyhral zapas, Student urobil skiSku. Teda ndhodna premenna X s pravdepo-
dobnostou p nadobuda hodnotu x=1 (ak jav nastal) a s pravdepodobnostou

g =1—p hodnotu x =0 (ak jav nenastal). Cislo p je jediny parameter rozdelenia.

Tab. 3.4 Pravdepodobnostna tabulka alternativneho rozdelenia

X; 0 1

Di 1-p 4

Ciselné charakteristiky:

E(X)=p, D(X)=pq, s(x)=1=£ K(X)=1—6Pq

3.4.3 Binomické rozdelenie Bi(p, n)

Suvisi s vetou o opakovani nezavislych pokusov. Napriklad, zaujimame sa o pocet
chlapcov v trojdetnej rodine, alebo o pocet dobrych vyrobkov v kontrolnej vzorke.
Ak ako nahodnu premennti X oznacime pocet vyskytov javu A v sérii n nezavis-
lych pokusov, a ak v kazdom pokuse nastane tento jav s pravdepodobnostou p,
potom ndhodnd premenna X ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti a hodnoty
x=0,1,2, ...,n nadobtda s pravdepodobnostami:

n _
p,=PX =X)=[x]pxq” (3.21)

kde p e (O, 1) a g=1-p.Cislap, n st parametre rozdelenia.
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Ciselné charakteristiky :

E(X)=np,

Priklad 3.8

D(X)=npq,

Znazornime pravdepodobnostné tabul’ky a polygony binomického rozdelenia prav-

depodobnosti pre

a) n=4, p=04; ¢g=0,6

b)

n=10; p=0,4; ¢=0,6

Obr. 3.9 Polygoény rozdelenia pravdepodobnosti k Prikladu 3.8

Tab. 3.5 Pravdepodobnostné tabul’ky k Prikladu 3.8

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a) p; 10,078 | 0,259 | 0,346 | 0,230 | 0,077 | 0,010 - - - - -
b) p; | 0,006 | 0,040 | 0,121 | 0,215 | 0,251 | 0,201 | 0,111 | 0,042 | 0,011 | 0,002 | 0,000
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3.4.4 Poissonovo rozdelenie Po(4)
Je Specialne rozdelenie pre “mali¢ké ” pravdepodobnosti, jeho pravdepodobnostna
funkcia sa pouziva na vypocet pravdepodobnosti zriedkavych udalosti.

Nahodna premenna X ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A > 0, ak nado-
buda hodnoty x=0, 1, 2, 3, ... s pravdepodobnostami:
QF e—/i

pe=PX =x)="—
X!

(3.22)

Ciselné charakteristiky :

E(X)=1, D(X)=4, S(X)=— K(X)=—

NE A
Je to tiez rozdelenie poc¢tu vyskytov javu 4 za jednotku ¢asu. Ak priemerny pocet
objaveni sa javu 4 za jednotku ¢asu je A, potom pravdepodobnost’ toho, ze za jed-
notku Casu dany jav 4 nastane x - krat, ma Poissonovo rozdelenie s parametrom
A . Priklady nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdelenim:
Pocet predmetov najdenych a odovzdanych denne v hypermarkete.
Pocet telefonickych hovorov v istom intervale.

Pocet trazov robotnikov za rok.

Poznamka 3.3

» Aj v binomickom rozdeleni existuju zriedkavé javy, ale vzdy sa dopliiuje na-
statie javu a nenastatie javu. Na mnohé javy sa vSak neda aplikovat’ binomické
rozdelenie. Napriklad, ak pocas burky bolo 10 bleskov, kol’ko bleskov nebolo?
Ak sa od 10. hodiny do 12. hodiny narodilo 5 deti, kol'ko sa nenarodilo?

»> Ak stredna hodnota a disperzia u neznameho rozdelenia st rovnaké, prichadza
do tvahy prave Poissonovo rozdelenie.

» Poissonovo rozdelenie je rozdelenie ,,zriedkavych® javov.

Priklad 3.9

Pre 4=0,5 uvadzame pravdepodobnostnu tabul’ku a polygoén rozdelenia pravdepo-

dobnosti.
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Tab. 3.6 Tabul'ka rozdelenia pravdepodobnosti

Priklad 3.10

0,5 -

0,25 +

X 0 1 2 3 4 5
pi | 0,607 | 0,303 | 0,076 | 0,013 | 0,002 | 1,6E-4
0,75

Obr. 3.10 Polygdn rozdelenia pravdepodobnosti

Povahu rozdelenia dobre ilustruje priklad z histérie. Nemecky Statistik Bartkiewicz

zistoval 10 rokov v 20 armadnych zboroch tdaje o pocte oso6b zabitych iderom

konského kopyta. Vysledky su v tabulke rozdelenia pravdepodobnosti, kde sme

pravdepodobnost’ nahradili relativnou pocetnostou:

Poclet mrtvych | PocCet pripadov Relat. pocetnost’ Pravdepodobnost’
0 109 109/200 = 0,545 0,543
1 65 65/200 = 0,325 0,331
2 22 22/200= 0,11 0,101
3 3 3/200= 0,015 0,021
4 1 1/200 = 0,005 0,003
Spolu 200
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Strednd hodnota poctu mftvych za rok na jeden zbor je podla tejto tabulky 0,61.
Ak sa tieto nehody daju popisat’ Poissonovym rozdelenim, potom A = 0,61.

(0,61)" - ¢!

Z funkcie p, =P(X =x)= ;
x!

pre x=0,1, 2,3, 4 vypocitame prav-

depodobnosti p, =0,543, p,=0331, p,=0101, p,=0,021, p,=0,003. Ak po-
rovname posledné dva stipce tabulky, vidime, Ze toto rozdelenie dobre vystihlo

rozdelenie poctu mrtvych.

3.5 Niektoré rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej

premennej

3.5.1 Normailne rozdelenie (Gaussovo, Z — rozdelenie) N(u,0?)

Je najddlezitejsie rozdelenie pravdepodobnosti z mnohych typov spojitych ndhod-
nych premennych, pretoze mnohé nahodné premenné v technike, prirodnych
a spolocenskych vedach maju toto rozdelenie, alebo daji sa nim aproximovat’ iné
spojité alebo diskrétne rozdelenia. Toto rozdelenie ma aj nahodna premenna, kto-
rej hodnoty su tvorené suctom vel’kého poctu malych a vzajomne nezavislych ve-

li¢in. Normalne rozdelenie je zavislé od dvoch parametrov u ,0 , oznauje sa
N (,u, o’ ) Urcuju graf funkcie hustoty rozdelenia (Obr. 3.11, Obr. 3.12).
Spojitd nédhodnad premennd X ma normalne rozdelenie pravdepodobnosti

s parametrami u,o”, ak jej funkcia hustoty ma tvar:

f(x)=#e_;[v) ,XER (3.23)

Distribuéna funkcia rozdelenia N(x, ¢°) ma tvar

)
F(x)=o_ = [e? o Jdt (3.24)
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Ciselné charakteristiky :

E(X)=u, D(X)=0?, S(x)=o0, K(X)=0

Obr. 3.11 Graf funkcie hustoty normalneho rozdelenia pre rozne o

N(©:1) N@; 1)

N@3; 1)

Obr. 3.12 Graf funkcie hustoty normalneho rozdelenia pre rozne u

Specialne pre =0 a o =1 dostaneme normované (Standardizované) normal-
ne rozdelenie, ktoré sa oznacuje N(0,1). Pre toto rozdelenie sa oznaluju funkcia
hustoty ¢(x), distribuéna funkcia ®(x), graf funkcie hustoty sa volid Gaussova

krivka (Obr. 3.13).
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Vlastnosti normovaného normalneho rozdelenia:

> o(x)= \/lz—ﬁez,xeR, (3.25)
> o(x)je parna, tj. p(-x)=p(x) , (3.26)
>  vbode x =0 ma maximum (p(O):; =0,4,

or

» inflexné body ma v ¢islach x=-1, x=1,

» os xjeasymptota grafu funkcie (p(x),

1o -t
> O(x)= 2dt _
(x) \/2—72__[06 > (3.27)
> O(-x)=1-0(x). (3.28)

; ol) ' /’
/o,s D(x)

Obr. 3.13 Funkcia hustoty (/)(x) a distribuc¢na funkcia @(x) rozdelenia N(0,1)

w
N
N
o
N
N
w
&
N
N
o
N
N
w

V statistickych tabul’kach sa nachadzaju funkcia hustoty (o(x) , distribu¢na funk-
cia (D(x), kvantily normovaného normalneho rozdelenia, v programovych Statis-

tickych balikoch st zaradené funkcia hustoty, distribu¢na funkcia, kvantily I'ubo-
vol'ného normalneho rozdelenia. Vzhl'adom na koeficienty asymetrie a Spicatosti
sa toto rozdelenie chape ako zakladné, s ktorym sa porovnavaju iné rozdelenia

(pozri Cast’ ¢iselné charakteristiky nahodnej premennej).

Vztahy medzi l'ubovolnym N (/1, o’ ) aN (0,1) :
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> f(x)=é (p( x;”} (3.29)
> F(x):(D[ x;“) (3.30)
> P(aSX<b)=F(b)—F(a)=CD(b;ﬂj—d{ “;”j (3.31)

Platnost’ tychto vztahov dokaZeme, ak vo funkcii hustoty rozdelenia N( ,u,az)

, . X —
zvolime substiticiu z= £ .
o

Priklad 3.11

Nahodna premenna ma normalne rozdelenie N(1,1). Urcite :

a) hodnoty f(1), F(1),

b) pravdepodobnost, ze premenna nadobudne hodnotu z intervalu (1, 2 ),

c) pravdepodobnost’, Ze absolitna hodnota nahodnej premennej nadobudne
hodnoty vécsie ako 2.

RieSenie Vyuzijeme Statistické tabulky v [4], [15], [16], pripadne Statistické

funkcie pontikané EXCELom a predchadzajice vlastnosti normalneho rozdele-

nia.

a) f(1)= (p[%j =(0)= 0,3989 F(l)zCD( ﬂj ~0(0)=0.5

b)P(1< X < 2):@(21_1J - CD[I I 1} = ®(1)-®(0)=0,8413-0,5=0,3413

o) P( |X|>2)=1—P(|X|sz)=1—P(—23X32)=1—®($)+ @(#J:

=1-®(1)+ D(-3)=1-D(1)+1-D(3)=1-0,8413 +1-0,9987=0,16
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Priklad 3.12

Praktické informacie o N(m,O'2 )dostaneme odpoved’ou na otazku, aka je
P(| X-m |<8), kde ¢ je vopred dané, l'ubovol'né kladné ¢&islo.

P(| X —m|<e)=P(-e<X —m<e)= Pm—s<X<m+e¢)=

o M o 2 ol of -2 ~of 1o
=2a{ 2],

Zvol'me za ¢ postupne hodnoty o, 20, 30 . Postupne dostaneme nasledujuce tvr-

jz

Q|

denia:
P(| X —m|<c)=20(1)~1=2.0,8413~1=0,6826
P(| X —m|<20)=20(2)~1=2.0,9972 ~1 = 0,9544
P(| X —m|<30)=2d(3)~1=2.0,9987 1 = 0,9974
To znamena, Ze z celkovej plochy ohrani¢enej grafom funkcie f (x) a osoux sa
e nad intervalom (m —-o,m+0o ) nachadza 68,26% plochy,
e nad intervalom (m —20,m+20 ) nachadza 95,44% plochy,
e nad intervalom (m -3o0,m+ 30') nachadza 99,74% plochy, t.j. takmer vset-

ky hodnoty ndhodnej premennej s N (m,c72 ) lezia v tomto intervale. Tato posledna

vlastnost’ sa vola ,, pravidlo troch sigma*“. Vyuziva sa v praxi na prvy odhad
Standardnej odchylky pre nadhodnt premennt, u ktorej predpokladdme normalne
rozdelenie. Staci, ak §irku intervalu, ktory je ur¢eny najmensou a najvacsou hod-

notou premennej vydelime Siestimi, vysledok je odhadom parametra o.

EXCEL

Po volbe Prilepit’ funkciu/Statistické st pre normélne rozdelenie k dispozicii $ta-

tistické tabul’ky, ich prehl’ad je v Tab. 3.6.
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Tab. 3.6 Tabul'ky normalneho rozdelenia v EXCELIi

Oznacdenie funkcie

a zaddavané parametre

Vysledok

NORMDIST (x, 1, o; 1)

F(x), hodnota distribu¢nej funkcie v Cisle x

pre N(y o)

NORMDIST (x, & o; 0)

f(x), hodnota funkcie hustoty v ¢isle x

pre N(x, &)

NORMINYV (p, 4, o)

px100%-ny kvantil pre N(z, o°),
p- pravdepodobnost’

NORMSDIST (z)

®(z), hodnota distribu¢nej funkcie v Cisle z

pre N(O, 1)

NORMSINYV (p)

px100%-ny kvantil pre N(O, 1),
p- pravdepodobnost’

Priklad 3.13

VyrieSime Priklad 3.11 s vyuzitim EXCEL-u.
a) Prilepit’ funkciu / Statistické/NORMDIST(1, 1, 1, 0).

Vysledok F(1) = 0,3989

Prilepit’ funkciu / Statistické/NORMDIST(1, 1,1, 1 .

Vysledok F(1)=0,5

b)  Prilepit’ funkciu / Statistické/NORMDIST(2, 1, 1, 1).

Vysledok F(2) = 0,8413

Prilepit’ funkciu / Statistické/NORMDIST(1, 1, 1, 1).
Vysledok F(1) =0,5. F(2)-F(1)=0,3413

c) Prilepit’ funkciu / Statistické/NORMDIST(-2, 1, 1, 1).

Vysledok F(-2) = 0,0013

P([X|>2)=1-(F(2)- F(-2))=1-F(2)+ F(-2)= =1-0,8413+0,0013 = 0,16
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Priklad 3.14

Cas potrebny na vypracovanie kontrolnej prace méa normalne rozdelenie
s priemernou dobou vypracovania 110 minut a Standardnou odchylkou 20 minut.
a) Kolko percent Studentov dokonci pracu do 2 hodin?

b) Korlko ¢asu by bolo treba dat’ na pracu, aby ju dokoncilo 90 % Studentov?

RieSenie Nahodna premenna je Cas potrebny na vypracovanie prace.

a) Zaujima nas P(XS120) =NORMDIST(120;110;20;1)=0,6914, t.j. 69% S§tu-
dentov spravi pracu do 2 hodin.

b) V tomto pripade nas zaujima ten Cas ¢, pre ktory plati P(X <t ):0,9 , Co je
90%-ny kvantil tohto rozdelenia.

Preto = NORMINV(0,9;110;20)=135,6, t.j. Studenti potrebuju na pracu 136 mi-

nut.

3.6 Aproximacia diskrétnych rozdeleni normalnym

V tejto Casti je struéne vysvetleny vyznam normalneho rozdelenia ako limitného
rozdelenia pre mnohé ndhodné premenné, pricom su na ne kladené len dost’ vse-
obecné predpoklady. Zakladnou vetou v Statistike je centralna limitna veta, ktora
hovori:

Ak nahodné premenné X,,X,,X,,..,X, s0 nezdvislé ndhodné premenné

n

s rovnakym rozdelenim pravdepodobnosti t.j. E(X ,.): M, D(X i):az, potom a-

n
_ ix
ritmeticky priemer X ==— je nahodna premenn4, ktorda ma pre n — o normal-
n

ne rozdelenie s parametrami x a 6> /n tj. N(u,o°/n).

Poznamka 3.4

- . .. , , X -
» Ak pomocou X vytvorime normovand nahodnd premennu Z = £ ,
o

n
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>

tak tato ma rozdelenie N (0,1).

Aproximacia rozdelenia premennej X je tym lepS$ia, ¢im je vacsie n.

Najznamejs$i a najpouzivanejsi tvar centralnej limitnej vety je integralna Moiv-

rova - Laplaceova veta, pomocou ktorej vieme aproximovat’ binomické rozde-

lenie normalnym. Tato veta hovori:

Nech ndhodna premenna X ma binomické rozdelenie s parametrami na p.

Potom limitnym rozdelenim tohto rozdelenia pre n — o je normdalne rozdelenie

s parametrami g =np a o> =npq .

Poznamka 3.5

>

X —-np

\N1pq

. - . X -
tvrdenie vety vyjadrit' v tvare lim P[ P <, Jz (I)(z), pre 'ubovolné ze R.
n—»0 npq

Ak vytvorime pomocou X normovanu nahodnt premennt , mOzZeme

Pri dostato¢ne velkom n mdzeme vyjadrit’ pravdepodobnost’ toho, Ze ndhodna

premennd s binomickym rozdelenim pravdepodobnosti, nadobudne hodnoty

z intervalu <a, b) takto:

<X <p)e _Flg)= b—np_ a—np‘ ‘
Pla< X <b)= F(b)-F(a) @(MJ cp[m] (3.32)

Tato aproximacia sa pouziva vtedy, ak np >5 aj ng > 5. Pouziva sa aj krité-
riumnpg > 9.

Ak p=0,5, st nerovnosti splnené uz pre n>10.

Ak p=0_8 alebo p=0,2, pozadujeme n > 25.

Ak p=0,05 alebo p =095, ma byt n>100.
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» Ak sa pri tejto aproximacii diskrétneho rozdelenia spojitym zaujimame
o pravdepodobnost’” konkrétnej hodnoty x binomického rozdelenia, teda

P(X = x), pouzijeme funkciu hustoty normalneho rozdelenia:

P(X =x)= f(x):é go(i/%)} (3.33)

Pri malych hodnotach p, pripadne pri hodnotach p blizkych jednotke, tato apro-
ximacia nie je dobra a jej zlepSenie sa dosahuje len zvySovanim poctu pokusov
v Bernoulliho schéme. V tejto situacii dobru aproximaciu binomického rozdelenia
dava Poissonovo rozdelenie. Plati nasledujuce tvrdenie.

Nech nahodnéd premenna X ma binomické rozdelenie s parametrami na p.
Potom limitnym rozdelenim tohto rozdelenia pre n — coa sucasne p — 0 je Pois-

sonovo rozdelenie s parametrom A =np .

Poznamka 3.6

Tuto aproximaciu sa odporuca pouzit’ ak p <0,1 alebo p >0,9.

Priklad 3.15

Poist'ovna poistila 1000 I'udi rovnakého veku. Pravdepodobnost’ umrtia v priebehu
roka je pre kazdého z nich 0,008. Kazdy poistenec zaplatil 1200 Sk. V pripade je-
ho tumrtia dostant jeho pribuzni 80 000 Sk. Ak4 je pravdepodobnost’, ze poistovia
utrpi stratu?

RieSenie Poistovia vybrala na poistnom 1 200 000 Sk. Z tychto penazi je schop-
nd vyplatit 1200000/80000=15 pozostalych. Teda poistoviia utrpi stratu, ak
v priebehu roka zomrie viac ako 15 poistencov. Preto nas zaujima pravdepodob-
nost’ tohto javu. Nahodna premenna X je pocet zomretych poistencov za rok. Riadi
sa Bi(0,008;1000).

Pretoze np =1000-0,008 =8a ng =1000-0,992 =992 mozeme binomické rozdele-

nie aproximovat’ normalnym s parametrami
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u=8 o’ =npg=1000-0,008-0,992=7,936, tj. N(8;7,936).
P(X >15)=1-P(0< X <15)=1-F(15)+ F(0)= 1- NORMDIST(IS; 8;4/7,936; 1)
+ NORMDIST(0;8;/7,936;1) = 0,0089.
Pretoze pravdepodobnost’ p =0,008 je mald, méZeme binomické rozdelenie apro-
ximovat’ aj Poissonovym rozdelenim s parametrom A =np =8, t.j. Po(8).
2 3 15
P(X >15)=1-P(0< X <15)=¢® .[1 +8 +E+§+---+ﬁj:1—0,9944:0,0056 .

Pravdepodobnost’, Ze poistoviia bude stratova je mensia ako 1% ako sme zistili

oboma aproximaciami.

3.7 Rozdelenia funkcii nahodnych premennych

Pri vyberovom skumani v Statistike sa pouzivaji d’alSie rozdelenia, ktoré vznikli
ako funkcie inych rozdeleni. NajCastejsie sa pri tomto skimani vyuziva

a)  y’- rozdelenie (chi-kvadrat rozdelenie)

b) Studentovo rozdelenie ( t-rozdelenie)

¢) Fisherovo rozdelenie (F-rozdelenie).

3.7.1 x* - rozdelenie
Pri konstrukcii tohto rozdelenia pouzijeme n nezavislych nadhodnych premennych

X,,X,,...X,, z ktorych kazda ma normované normélne rozdelenie N (0,1). Stget

druhych mocnin ($tvorcov) tychto nahodnych premennych je ndhodna premenna

=X 12 +X 22 +..+X ,3 . Jej rozdelenie sa nazyva chi - kvadrat rozdelenie.

Poznamka 3.7

Funk¢ny predpis funkcie hustoty rozdelenia nebudeme uvadzat'.
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Vlastnosti:

1. Pocet s¢itancov n uréuje geometricky tvar rozdelenia. Cislo # sa vola poé&et
stupiiov volmosti (d.f., degrees of freedom). Je to jediny parameter tohto
rozdelenia.

2. E(X)=n

3. D(Xx)=2n

4, Koeficient asymetrie je 8/n, je to rozdelenie nesymetrické.

5. Koeficient Spicatosti je 12/n.

6. S rasticim 7 sa oba koeficienty bliZia k nule, pre n — «© je y’- rozdelenie
symetrické.

7. Pre n>30 mozno toto rozdelenie aproximovat normalnym rozdelenim

N(n,2n).

0,2

0,1 1

0
0 5 10 15

Obr. 3.14 Funkcia hustoty y’- rozdelenia

3.7.2 Studentovo rozdelenie ( t - rozdelenie)

Pomocou nezavislych ndhodnych premennych X a y° , kde X ma normované

normalne rozdelenie N(O, 1) a y> ma ;(2 - rozdelenie s n stupnami vol'nosti vytvo-

rime novl nahodnt premennu 7'
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Jej rozdelenie sa nazyva Studentovo rozdelenie s n stupfiami vol’'nosti.

Poznamka 3.8

Funk¢ny predpis funkcie hustoty rozdelenia nebudeme uvadzat'.

Vlastnosti:

1. Cislo n — po&et stupiiov vol'nosti je jediny parameter tohto rozdelenia, ktory
urcuje aj geometricky tvar rozdelenia.

2. E(M)=0

3. Krivka Studentovho rozdelenia je symetricka podl'a ¢ = 0 a ve'mi sa podoba
na krivku normovaného normalneho rozdelenia, je vSak plochsia. To zna-
men4, ze hodnoty vzdialenejSie od nuly maju vacsiu pravdepodobnost’ nasta-
tia ako pri normalnom rozdeleni.

4. Pre n >30 mozno Studentovo rozdelenie aproximovat’ normovanym normal-

nym rozdelenim.

Obr. 3.15 Funkcia hustoty t — rozdelenia
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3.7.3 Fisherovo rozdelenie ( F — rozdelenie)

Je vytvorené pomocou dvoch nadhodnych premennych ;(12, ;(22, kde ;(12 ma y’-

. « . . 2 , 2 . - .
rozdelenie s n, stupfiami vol'nosti a y; ma y°- rozdelenie s n, stupfiami vol'nos-

ti. Ich podiel je ndhodné premenna F,

ktorej rozdelenie sa nazyva Fisherovo rozdelenie s n; a n, stupniami vol’nosti.

Vlastnosti:

1. Parametrami rozdelenia su dve ¢isla n, a n,, ich poradie sa nemo6ze vyme-
nit’.

2. Stupne vol'nosti urcuju geometricky tvar funkcie hustoty.

14 n; =2, n,=2
0,8 n;=10,n, =2
0,6 -
0,4 - n;=20, n, =10

0,2

Obr. 3.16 Funkcia hustoty /' — rozdelenia
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EXCEL

Pri hl'adani kvantilov spominanych rozdeleni m6zeme vyuzit’ ponuku Statistickych
funkcii v EXCELi. Treba podotknut’, Ze nie st definované jednotne. K lepsej o-
rientacii nam urcite pomoze nasledujuca tabulka. Okrem pouzitych oznaceni Sta-
tistickych funkcii, pomocou ktorych najdeme potrebné kvantily, s v nej zadané
1 hodnoty pravdepodobnosti, ktoré treba zadat’ pre prislusni hodnotu hl'adaného

kvantilu.

Tab. 3.7 Hladanie kvantilov v EXCELIi

Zadana
Funkcia pravdepodobnost’ Najdeny kvantil
a Zq
NORMSINV
1-a Zi
a o
TINV 20 te
a le-a
CHIINV
1-a XZ(X
a Fl»a
FINV
I-a F,

V nasledujucej tabul’ke je urobeny prehl’ad funkecii, ktoré budeme najcastejsSie pou-

Zivat'.
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Tab. 3.8 Prehl'ad tabuliek ponukanych EXCELom

Funkcia Parametre Vyznam funkcie
z Distribu¢na funkcia rozdelenia N(0, 1)
NORMSDIST NORMSDIST(z) = ®(z2) = P(X<z)
x, u,o,l1 Distribu¢né funkcia rozdelenia Ny, 02)
NORMDIST NORMDIST (x, 4,0,1) = F(x) = P(X < x)
x, 1,0,0 Funkcia hustoty rozdelenia N(z, o)
NORMDIST NORMDIST (x,4,06,0) =f x)
p Kvantily rozdelenia N(0, 1), je to inverzna funkcia
k distrib. funkcii rozdelenia N(O, 1),
NORMSINV urci Cislo z, na osi tak, aby P(X<z,) =p
NORMSINV(p) =z, <& P(X<z,)=p
DU, O Kvantily rozdelenia N(z, &), je to inverzna funkcia
k distrib. funkcii rozdelenia N(z, o°), uréi &islo u, na
NORMINV osi tak, aby P(X<u,) =p '
NORMINV(p,u,0) = u, <> P(X<u,)=p
x, n, 1 Pre Studentove rozdelenie s »n stupfiami vol'nosti urci
TDIST n — stupne | pravdepodobnost’ p = TDIST(x, n, 1) =
volnosti =P(X>x)=1-F(()
x>0
x, n,2 Pre Studentove rozdelenie s n stupniami vol'nosti ur¢i
n — stupne | pravdepodobnost’ p = TDIST(x, n, 2) =
TDIST vol'nosti =P(|X] > x)
x20
D n Je to inverzna funkcia k funkcii TDIST(x, n, 2), urci
TINV n — stupne | ¢islo t na osi tak, aby P( |[X|>f) =p
volnosti TINV(p, n) =t P(|X]>t) =p
X, n Pre y”-rozdelenie s n stupiiami volnosti uréi pravde-
n — stupne | podobnost’
CHIDIST vol'nosti p = CHIDIST(x, n) = P(X > x) = 1- F(x)
x20
DR Kritické hodnoty x? —rozdelenia. Je to inverzna
n — stupne | funkcia k funkcii CHIDIST, uréi ¢&islo Xz na osi tak,
CHIINV volnosti aby P(X> %) =p
CHIINV(p, n) =< P(X>y’) =p
X, nj, N, Pre Fisherove F-rozdelenie s n; a n, stupiiami vol'nos-
FDIST n,, ny-stupne | ti urci pravdepodobnost’ p = FDIST(x, n;, n;) =
vol'nosti P(X>x)=1-F()
x20
p, 1y, N Kritické hodnoty F —rozdelenia. Je to inverzna funk-
FINV ny, ng—stppne cia k funkcii FDIST, uréi cislo f na osi tak,
volnosti aby P(X>1f) =p

FINV(p, n;, ny)=f< P(X>f) =p
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Priklad 3.16  N4jdite

)
b)

95% kvantil normovaného normalneho rozdelenia (ozn. z ),

95% kvantil normalneho rozdelenia so strednou hodnotu p =2 a disperziou c*

= 0,81 (0zn. us),

90% kvantil Studentovho t - rozdelenia s 8-mi stupfiami vol'nosti (0zn. 7, o5 ),
97,5% kvantil %’ - rozdelenia s 10-mi stupiiami volnosti (ozn. )55’975;10 ),

95% kvantil F - rozdelenia s n; = 8 a n, = 6 stupitami vol'nosti (0zn. F 5. )s

5% kvantil Studentovho t - rozdelenia s 6-mi stupfiami volnosti (0zn. 7, ys.¢ )-

RieSenie

)

b)

d)

Na vstupnom paneli EXCELU vyberieme ponuku prilepit’ funkciu f. (alebo
=), na l'avej strane z ponuky funkcii vyberieme viac funkcii, zvolime S$tatistic-
ké, vyhl'adame NORMSINYV, vpiseme pravdepodobnost’ 0,95. Vo vystupe
mame z, s =1,644853.

Postupne volime =/ viac funkcii/ Statistické/ NORMINYV vpiSeme pravdepo-
dobnost’ 0,95, strednu hodnotu g =2 a Standardnt odchylku o= 0,9. Vo vystu-
pe mame u 45 = 3,48037.

Funkcia TINV nepontika priamo kvantily rozdelenia, ale d4 sa upravou zada-
vanej pravdepodobnosti ziskat” hl'adany kvantil. Ak potrebujeme p% kvantil,
vpiSeme hodnotu pravdepodobnosti 2(1-p) (plati pre p > 0,5). Teda postupne
volime =/viac funkcii/ statistické/ TINV vpiSeme pravdepodobnost’ 2(1- 0,9)
= 0,2 a 8 stupiov vol'nosti. Vo vystupe je #; 9.5 =1,397.

Funkcia CHIINV neponuka priamo kvantily rozdelenia, ale da sa apravou za-
davanej pravdepodobnosti ziskat’ hl'adany kvantil. Ak potrebujeme p% kvantil,
vpiSeme hodnotu pravdepodobnosti (1-p). Volime =/ viac funkcii/ Statistické/
CHIINY vpiSeme pravdepodobnost’ 1 - 0,975 = 0,025 a 10 stupiiov vol'nosti.
Vo vystupe je 97510 =20,4832.

Postup je rovnaky ako pri funkcii CHIINV. Na vypocet kvantilov tiezZ zmeni-

me zadavanu pravdepodobnost’ na 1- p. Volime =/ viac funkcii/ Statistické/
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FINV vpiSeme pravdepodobnost’ 1- 0,95 = 0,05; 8 a 6 stupniov volnosti. Vo

vystupe je £ gs.q.6 =3,9715.

f) Pre p < 0,5 nie je mozné hned’ pouzit’ model ¢). Vyuzijeme, Ze hustota pravde-

podobnosti t-rozdelenia je symetrickd podla =0 apre kvantily plati

t

—t,_,. Preto: ¢, os.c =—1 95, = —1,9431.

Priklady na precvicenie

3.17

3.18

3.19

3.20

Pre ndhodnu premennt X — doba Cakania na elektricku z Prikladov 3.4 a

3.5 n4jdite stredntl hodnotu a rozptyl.

Strelec striela na ciel’, pricom ma k dispozicii 4 naboje. Kazdy zasah
znamena zisk 5 bodov, kazdé minutie stratu 2 bodov. Urcite tabul’ku roz-
delenia pravdepodobnosti poctu ziskanych bodov, ak pravdepodobnost
zéasahu pri kazdom vystrele je 0,8. Urcite strednt hodnotu a stredna kvad-

raticku odchylku poctu ziskanych bodov.

Podnik vyexpedoval zasielku s 5 vyrobkami. Pravdepodobnost, Ze sa je-
den vyrobok pocas prepravy poskodi je p=0,2. Aka je pravdepodob-
nost, Ze sa poc€as prepravy neposkodi ani jeden vyrobok? Urcite strednu

hodnotu a rozptyl poc¢tu poskodenych vyrobkov.

Distribu¢na funkcia spojitej nahodnej premennej ma tvar:

0 x<0
Flx)=12¢x 0<x<2
1 x>2

Urtite ¢, E(X), D(X), P(1< X <3).
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3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

Kazdy z 300 uchadzacov o pracu robi test, pozostavajuci z 3 Casti. Uchadzac
bude prijaty, ak urobi vSetky 3 Casti testu. Zo skusenosti s takymito testami je
zname, ze prvu Cast’ testu urobi 90% , druhu 95% a tretiu 85% uchadzacov. Aka

je pravdepodobnost’, Ze test urobi
a) prave 200 uchadzacov

b) aspon 200 uchadzacov

Vo velkej skupine I'udi je 5% chorych na chripku. Aka je pravdepodob-
nost, ze v skupine 400 l'udi je 5+ 0,25 % chorych na chripku?

Telefonna ustrediia obsluhuje 3000 ucastnikov. Pravdepodobnost’, Ze neja-
ky ucastnik bude v priebehu hodiny telefonovat, je p=0,002. Vypocitajte

pravdepodobnost, ze v priebehu hodiny budu telefonovat’ 4 ucastnici.

Pravdepodobnost’, Ze vyrobok neprejde kontrolou je 0,05. Urcite pravdepodob-

nost’, ze medzi 500 nadhodne vybranymi vyrobkami bude

a) prave 20 vyrobkov, ktoré neprejdu kontrolou

b) od 10 do 30 vyrobkov, ktoré neprejdu kontrolou.

Pravdepodobnost’, Ze sa na gymnazium hlasi Ziak s vyznamenanim zo ZS
je 0,7. Aka je pravdepodobnost’, Ze medzi 500 prihlasenymi je viac ako 360

ziakov s vyznamenanim.



84 Statistika s Excelom

4. VYBEROVE SKUMANIE

4.1 Nahodny vyber

V uvodnej kapitole sme spominali, ze v praxi su bezné pripady, kedy namiesto skiima-
nia hodn6t sledovaného znaku na zakladnom stbore, skimame dany znak na stibore
vyberovom. Je zrejmé, Ze su situacie, kedy je potrebné poznat’ hodnotu znaku na kazde;j
Statistickej jednotke, napriklad pri volbach nas bude zaujimat vysledok hlasovania
kazdého volica, ale na druhej strane, na otestovanie kvality konzervovaného vyrobku
nebudeme testovat’ vSetky konzervy. Dovody pre vyberové zistovanie st samozrejme i
iného charakteru. Mdze to byt ¢asova, finan¢na, resp. organiza¢na naro¢nost’ skimania
zakladného suboru. V praxi sa z tychto pri¢in zvykne uprednostiovat vyberové sku-
manie. Pri vyberovom zistovani nebudeme skimat’ vSetky Statistické jednotky zaklad-
ného suboruy, ale iba ich ¢ast’, ktortt nazveme vyberovy stibor. Vyberovy subor je kaz-
da podmnozina zékladného suboru. Hovorime, Ze vyberovy subor je nahodny vyber,
ak kazda Statisticka jednotka zakladného stiboru ma rovnaku Sancu dostat’ sa do vybe-
rového suboru, t.j. o tom, ¢i bude vybratd musi rozhodnut’ nahoda. Kritérium ndhodnos-
ti je mozné zabezpecit’ roznymi spésobmi. Jeden z nich je napriklad losovanie, ktorého
princip je vSeobecne znamy. V pripade, Ze Statistické jednotky su ocislované, je vhodné
pouzit’ generator nahodnych ¢isiel, ktory prevzal funkciu tzv. tabulky nahodnych ¢i-
siel. Uvedenymi sposobmi dostaneme tzv. jednoduchy nahodny vyber. Z hl'adiska
opakovatelnosti vyberu Statistickej jednotky mézeme robit’:
» jednoduchy nahodny vyber s opakovanim,
» jednoduchy nahodny vyber bez opakovania.

Pri nahodnom vybere s opakovanim vyberame Statisticka jednotku vzdy z rovna-
kého zakladného stiboru, ¢o zabezpeci nezavislost’ jednotlivych vyberov a konstantnii
pravdepodobnost’ vybratia kazdej Statistickej jednotky v priebehu vyberu. V tomto pri-
pade moze byt Statisticka jednotka zaradena do vyberového suboru viackrat.

Pri nahodnom vybere bez opakovania, vybrati jednotku do Statistického suboru
nevraciame, ¢o znamena, ze kazda Statisticka jednotka moze byt vo vyberovom stbore

len raz, avSak pravdepodobnost’ vyberu jednotky zavisi od predchadzajucich vyberov.
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V praxi sa zvyc¢ajne nerozliSuje medzi vyberom s opakovanim a bez opakovania, ak
rozsah N zékladného stboru je velky, pripadne ak pre rozsah n vyberového suboru
plati n<0,1 N.

Okrem jednoduchého vyberu sa v praxi pouziva i zloZeny vyber. V takomto pripa-
de nahodného vyberu sa jednotky zakladného stiboru roztriedia do skupin podl'a doda-
tocnej informacie a z tychto skupin sa r6znymi sposobmi vyberaju Statistické jednotky.
Vzhladom na to, ze sa budeme d’alej zaoberat’ len jednoduchymi ndhodnymi vybermi,
na ziskanie podrobnejsich informacii o zloZzenom vybere odportiéame [6], [15]. Ulohy
vyberového skimania mozeme rozdelit’ do dvoch zakladnych okruhov. St to:

» odhad parametrov zakladného suboru na zaklade parametrov vypocitanych z

hodndt vyberového suboru,

» testovanie Statistickych hypotéz o pravdepodobnostnom rozdeleni sledovaného

znaku v zakladnom stubore, pripadne o parametroch zakladnych suborov na za-

klade vysledkov vyberového zist'ovania.

4.2 Vyberové charakteristiky

Podobne ako v pripade skumania zakladného suboru, i pri vyberovych suboroch
nas zvicSa nezaujimaju konkrétne hodnoty sledovaného znaku na kazdej Statistic-
kej jednotke, ale iba isté typické vlastnosti, ktoré nam poskytnu zakladné informa-
cie o subore. Zo zakladnych parametrov, ktoré sme sledovali na zakladnom stbore
v kapitole 1 pripomenieme aspon:

» aritmeticky priemer x, ktory budeme v zakladnom stibore s rozsahom N

oznacovat u a vypocCitame

> rozptyl o, ktory je v zdkladnom subore rozsahu N definovany vztahom
1 N
2 2
cl=—>(X. - u)?,
N; ;= )

» Standardna odchylka o, ktora je definovana ako odmocnina z rozptylu
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1< 2
O = —_— X —_ N
\/ ~ le( ;K
» podiel (relativnu pocetnost) Statistickych jednotiek s istou vlastnostou bu-

deme v zakladnom subore oznacovat’ 7 a vypocitame ho podla vztahu

T=—,
N

kde K je absolutna pocetnost’ prvkov so sledovanou vlastnost'ou.

Na vypocet uvedenych parametrov je potrebné poznat’ hodnoty znaku X na
kazdej Statistickej jednotke zakladného suboru. Vyberom Statistickych jednotiek zo
zakladného suboru dostaneme konkrétnu postupnost’ hodnét sledovaného znaku
X. Z daného zakladného suboru mézeme ziskat’ vel'ky pocet vyberovych suborov
s vopred stanovenym rozsahom, ktoré sa navzajom liSia aspon v jednej hodnote
znaku X. Kvalita vyberového stiboru narasta s jeho rozsahom. Z hodnét vybero-
vého stiboru mdézeme vypocitat’ vyberové charakteristiky (Statistiky). Vzhl'adom
na konkrétny vyberovy subor je vyberova charakteristika konstantnd veli¢ina, ale
z hladiska skimaného zakladného suboru je to nahodna premenna s vlastnym za-
konom rozdelenia, ktoré nazyvame vyberové rozdelenie. Vyberové rozdelenia su
teoretickym zakladom pre spracovanie vysledkov vyberového zistovania. Zaklad-
né informacie o najdolezitejSich typoch pravdepodobnostného rozdelenia, ktoré
budeme v d’alSich aplikaciach pouzivat’ st zhrnuté v kapitole 3. Kazdé vyberové
rozdelenie zavisi od:

e rozdelenia znaku X,
e funkcie vyberovej charakteristiky,

e rozsahu vyberového suboru.

4.2.1 Vyberovy priemer
Konkrétny vyberovy subor je tvoreny postupnostou (x;, xs,..., X,) hodnot nahodnej
premennej X. Kazda z hodnét x; je jedna z moznych hodnét ndhodnej premenne;j

X, ktord predstavuje hodnotu X na i-tej nahodne vybratej jednotke. Potom (X,
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X5,..., X,) je nadhodny vyber, ktory tvoria nezavislé nahodné premenné JX; ,
i=1,2,...,n, s tym istym rozdelenim pravdepodobnosti, t.j. s tou istou distribu¢nou

funkciou, resp. funkciou hustoty. Nahodnt premennu
— 1 n
X=—) X, 4.1
IRt 4.1)

budeme nazyvat’ vyberovy priemer.
Ak rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej (sledovaného znaku) X
v zédkladnom subore, z ktorého nahodny vyber pochadza, ma strednu hodnotu u

a rozptyl o°, potom pre vyberovy priemer plati:

EX) =23 By =2~y 42)
n -1 n
- n 2 2
D(X)=:—ZZD(X[)='1; =07, (4.3)
i1

¢o znamena, ze strednd hodnota vyberového priemeru je rovnaka ako stredna
hodnota rozdelenia, z ktorého nahodny vyber pochadza, ale rozptyl vyberového
priemeru je n-krat mensi, ako rozptyl nahodnej premennej X v zakladnom subore.

Ak nahodny vyber pochadza z normélneho rozdelenia N(u, o7), potom vybero-
vy priemer X ma rozdelenie N(, o”/n ), teda opit’ normalne rozdelenie s tou is-
tou strednou hodnotou x a s rozptylom o/n. Ak nahodny vyber pochadza z l'u-
bovolného rozdelenia so strednou hodnotou z a koneénym rozptylom o, potom
v pripade, ked rozsah n vyberového suboru je dostato¢ne velky, mdzeme na za-
klade centralnej limitnej vety aproximovat’ rozdelenie vyberového priemeru X

normalnym rozdelenim N(u, o°/n ).

4.2.2 Vyberovy rozptyl a vyberova standardna odchylka
Nech (X;, X5,..., X,) je ndhodny vyber, ktory tvoria nezavislé nadhodné

premenné X;, i=1,2,...,n, s tym istym rozdelenim pravdepodobnosti. Vyraz

§?=

1 l_leor,- - X)? (4.4)

n—
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nazyvame vyberovy rozptyl a jeho odmocninu

1 < -
S_\/n_lg()(,. - X) (4.5)

nazveme vyberova Standardna odchylka.

Obe charakteristiky davaju informaciu o variabilite hodnot vyberového suboru
okolo vyberového priemeru. Ak rozdelenie, z ktorého pochadza ndhodny vyber

ma rozptyl o, potom pre strednti hodnotu vyberového rozptylu plati
E(SH=0" (4.6)
Ak nahodny vyber pochadza z normalneho rozdelenia N(u, ¢°), potom nahodna

premenna

n

2 Z(Xz _})2
(I’l B 1)S _ =l (47)

2 2
O o

ma - rozdelenie s n-1 stupfiami volnosti. (Podrobnejsie informécie v [15].)

4.2.3 Vyberovy podiel
Nech (X}, X5,...,X,) je ndhodny vyber z alternativneho rozdelenia A(x). Kazda z
ndhodnych premennych X;, i = 1,2,...,n mo6ze nadobudat’ hodnotu 0 alebo 1.

Oznacme

K=)X,. (4.8)
Podiel
(4.9)

nazyvame vyberovy podiel. Ndhodna premenna K ma binomické rozdelenie
Bi(,n) so strednou hodnotou 7m a rozptylom nz(1-7). Vyuzitim vlastnosti stredne;j
hodnoty a rozptylu sa da ukazat’, ze pre stredni hodnotu a rozptyl vyberového
podielu P plati:

_r(l-rx)
_—n .

E(P)=r, D(P) (4.10)
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Pre dostato¢ne velké n (npg >9) je mozné toto rozdelenie aproximovat’ nor-

malnym rozdelenim N(7, 7 (1-7)/n).

EXCEL

Na vytvorenie jednoduchého nahodného vyberu pouzitim EXCELu volime Nd-
stroje/analyza udajov/Vzorkovanie. Tato procedura ponuka dve metddy vyberu -
periodicku, ktord pri vol'be periody k vyberie kazdi k-t hodnotu zo vstupnej ob-
lasti a nahodnt, pri ktorej zadame rozsah vyberovej vzorky a kazda hodnota zo

vstupnej oblasti ma rovnaku pravdepodobnost’, Ze bude vybrana.

4.3 Bodové odhady

V kapitole 3 sme sa zoznamili s niektorymi zakladnymi zakonmi rozdelenia prav-
depodobnosti nahodnej premennej a mohli sme si v§imnut, Ze tieto zakony zavisia
od jedného, alebo viacerych parametrov ®;. Jedna z tiloh Statistiky je najst’ vhodny
pravdepodobnostny model rozdelenia sledovaného znaku (ndhodnej premennej) X.
Zvycajne vSak nepozname parametre predpokladanych rozdeleni, a preto je po-
trebné urobit’ ich odhad prave pomocou vyberovych suborov.

Bodovym odhadom parametra ® nazyvame nahradenie jeho hodnoty hodnotou
vhodne zvolenej vyberovej charakteristiky U,. Je zrejmé, ze pre odhad parametra
zvolime vyberova charakteristiku, ktord poskytuje najleps$i odhad parametra ©.
Kvalitu odhadu zabezpecia nasledujtce kritéria:

> neskreslenost’ odhadu,
> konzistentnost’ odhadu,

» vydatnost’ odhadu.
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4.3.1 Neskresleny odhad
Vyberova charakteristika U, sa nazyva neskresleny (nevychyleny) odhad para-
metra ©, ak plati

EU,)=0, (4.11)
¢o znamena, Ze stredna hodnota odhadu je rovna skuto¢nej hodnote odhadovaného
parametra. Rozdiel

EU,-06 (4.12)
nazyvame skreslenim(vychylenim) odhadu parametra ®.

Vyberovu charakteristiku U, nazyvame asymptoticky neskresleny odhad para-

metra O, ak plati

limE(U, )= 0. (4.13)

n—>0
Z casti 4.2.1 a 4.2.2 vieme, ze pre ndhodny vyber (X;, X,,...,X,), ktory pochadza

z Pubovolného rozdelenia, ktoré ma strednt hodnotu z a koneény rozptyl o plati
E(X)=u, E(S*) =02,
¢o znamena, ze vyberovy priemer X je neskreslenym odhadom priemeru rozde-

lenia, z ktorého nahodny vyber pochadza a vyberovy rozptyl S je neskreslenym

odhadom rozptylu rozdelenia, z ktorého nahodny vyber pochadza.

4.3.2 Konzistentny odhad

Vyberovt charakteristiku U, nazyvame konzistentny odhad parametra ®, ak plati

lim P(U, -0 < &) =1, (4.14)

n—
¢o znamena, ze U, je konzistentnym odhadom parametra ®, ak s rastiicim rozsa-
hom » ndhodného vyberu rastie i pravdepodobnost’, ze sa hodnota bodového od-
hadu bude vel'mi malo lisit’ od skuto¢nej hodnoty parametra. K tomu, aby odhad
U, bol konzistentny, staci aby boli splnené nasledujiice podmienky:

a) U, je neskresleny, alebo asponi asymptoticky neskresleny odhad,

b) limDU,)=0.
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4.3.3 Vydatny odhad
Vyberovu charakteristiku U, nazyvame vydatny odhad parametra ®, ak plati, ze
zo vsetkych charakteristik U, ktoré poskytuju neskresleny bodovy odhad para-
metra ® ma najmensi rozptyl.

Vyberové charakteristiky definované v predchadzajucej kapitole: vyberovy
priemer, vyberovy rozptyl, vyberova standardna odchylka a vyberovy podiel
spifiaju vetky tri poZiadavky kladené na kvalitny odhad a méZeme ich pova-

Zovat’ za najlepSie odhady parametrov ziakladného suboru.

4.4 Intervalové odhady
Pri bodovom odhade neznameho parametra pouzivame jednu vyberovi charakte-
ristiku U, , ktorej hodnota u, je vypocitana z udajov konkrétneho vyberového su-
boru. Iny odhad spociva v tom, zZe neznamy parameter ® odhadujeme ¢iselnym in-
tervalom (&;, &), v ktorom sa parameter ® nachadza s pravdepodobnost'ou, ktora
je blizka jednotke. Interval (&;, 6,), pre ktory plati

PO, <0<6,)=1-a (4.15)
nazyvame 100(1-2)% dvojstranny (obojstranny) interval spoPahlivosti pre pa-
rameter ©. Cislo 1-c nazyvame hladina spoPlahlivosti a pravdepodobnost a, kto-
ru zvycajne volime a = 0,01 alebo o = 0,05 nazyvame riziko odhadu. Za predpo-
kladu, ze hladina spol'ahlivosti 1-« je Cislo blizke jednej, mézeme takmer s urci-
tostou predpokladat’, Ze parameter zakladného suboru bude z intervalu spol’ahli-
vosti. ZvySovanim hladiny spol'ahlivosti sa rozsiruje interval spolahlivosti, ¢o ma
za nasledok znizenie presnosti odhadu. Na druhej strane, ak hladina spolahlivosti
je nizsia, ¢omu zodpoveda mensia Sirka intervalu, zvySuje sa riziko odhadu. Na
obrazku je znazorneny dvojstranny interval spolahlivosti parametra ®, pricom

a=a,+a,.
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S

(29}

01 02 Uy

Obr. 4.1 Dvojstranny interval spol'ahlivosti parametra ®

V niektorych pripadoch nas zaujimaju intervaly typu (— 00, 62) (pravostranny
interval), resp. (6,,%) (lavostranny interval), pre ktoré plati

POB<O)=1-a, resp. PO <0)=1-c. (4.16)

Tieto intervaly nazyvame 100(1-a)% jednostranné intervaly spolahlivosti pre

parameter ®. Na nasledujicom obrazku je znazorneny jednostranny interval spo-

Pahlivosti pre parameter ©.

Suy)

o, Uy

Obr. 4.2 Jednostranny (I'avostranny) interval spolahlivosti

parametra ®
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4.4.1 Interval spoPahlivosti pre odhad priemeru u

Nech (X}, X>,..., X,) je ndhodny vyber rozsahu n z normalneho rozdelenia N(z, 7).

Uz vieme (pozri 4.2.1), ze v tomto pripade vyberovy priemer X ma rozdelenie
X - p

N(u o©°/n). Potom nahodna premenna Z = ma normované normalne roz-

(e}

n

delenie N(0, 1). Pre takéto rozdelenie plati vztah
X-p

N

<z _|=l-a, 4.17)

s
2

kde z , je kvantil rozdelenia N(O, 1).
1-=
2

Upravou nerovnosti vo vztahu (4.17) dostaneme pre odhad parametra u
vzt'ah

P(;—z Tcp<x+z ai]:l—a, (4.18)
-2 JIn -2 n

2 2

kde x je vyberovy priemer vypocitany z udajov konkrétneho vyberového stiboru

rozsahu n. Interval

- o - o

X—-z ,—/=;X+z ,— (4.19)
{ 1—54/,1 1—21/nJ
je dvojstranny 100(1-&)% interval spolahlivosti pre parameter u rozdelenia

N(u, o7) pri znamom rozptyle o°.

Ak pouzijeme vzt'ah

Az |=1-a (4.20)

dostaneme
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- o
P(,Lz>x—zla—}=1—a, 4.21)
Jn

kde x je vyberovy priemer vypocitany z udajov konkrétneho vyberového stiboru

rozsahu 7 a interval

( x—z,, %ooj (4.22)

je jednostranny (lavostranny) 100(1-«)% interval spolahlivosti pre parameter u
rozdelenia N(u o) pri znamom rozptyle o”. Analogicky, ak vychadzame zo

vzt'ahu
X-u

NS

P

>z, |=l-a, (4.23)

dostaneme interval

(_ 0 X+z,, %] (4.24)
n

ktory je jednostranny (pravostranny) 100(1-x)% interval spolahlivosti pre para-
meter u rozdelenia N(z, o°) pri znamom rozptyle o”.
Vo vicsine pripadov, pri urCovani intervalu spolahlivosti pre parameter u za-

kladného stiboru s rozdelenim N(g, o7), parameter o° nepozname. Nahradime ho

preto vyberovym rozptylom a namiesto vyberovej charakteristiky Z =u po-
o

Jn

.. , , . X - ., .
uzijeme vyberova charakteristiku T ZT#’ ktora ma Studentovo rozdelenie (t-

Jn
rozdelenie) s n-1 stupfiami vol'nosti. Analogicky ako v predchddzajucom pripade,
ziskame nasledujuce 100(1-a)% intervaly spolahlivosti pre parameter u rozdele-

nia N(x o) pri neznamom rozptyle o’
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S —
» s

- S
x—-t , —;x+t , — (4.25)
[ 1—5,11—1 \/_ I—E,n—l \/;]
(_ 00; X +¢ iJ (4.26)
2 -« \/; °

(} —f, %; ooj (4.27)

Vyuzitim tabul’kového procesoru EXCEL, pripadne in¢ho Statistického softvé-

ru, nie je problém urcit’ potrebné kvantily ¢ , , resp. f,_, t-rozdelenia, pripadne
1

kvantily z resp. z,_, normovaného normalneho rozdelenia .

a

2
V minulosti sa vztahy (4.25), (4.26), (4.27) pouzivali pre vypocet intervalov
spolahlivosti pre tzv. malé vybery, t. j. v pripadoch, kedy n < 30. Ich platnost’ je
v8ak vSeobecna a plati pre vyberové subory akéhokol'vek rozsahu.
V pripade, Ze uvazujeme nahodny vyber zo zakladného stiboru s akymkol'vek
rozdelenim, podl'a centralnej limitnej vety plati, ze vztahy (4.25), (4.26), (4.27)

mébzeme pouzit, ak rozsah n vyberového stboru je dostatocne velky.

Priklad 4.1

Zaujima nas, aky je 95% intervalovy odhad poctu bodov, ktory Studenti 1. fakul-
ty v priemere ziskaju na prijimacich skaskach na vojenskt akadémiu z matemati-
ky. Ako vyberovy subor pouzijeme stibor PRIJIMACIE SKUSKY/I.fakulta/mat.
Pouzitim tohto vyberového suboru, o ktorom predpokladdme, ze je vybraty zo su-
boru s normélnym rozdelenim, urobime 95% intervalovy odhad priemeru zéklad-
ného suboru.

Vzhl'adom na to, ze rozptyl zakladného suboru je neznamy, pouzijeme na vy-
pocet dvojstranného intervalu spolahlivosti vztah (4.25), pripadne niektory zo
vztahov (4.26), (4.27), ak nas zaujima len jednostranny interval spol'ahlivosti. Po-
uzitim vztahov (4.1) a (4.5), resp. Statistickych funkcii AVERAGE a STDEV vy-

pocéitame vyberovy priemer a vyberovu Standardnti odchylku. Na vypocet kvantilu
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t =1,9s5.3; POuZijeme Statisticka funkciu TINV(0,05;37) (Tabulka 3.6), pri-

-1
2

padne tabulky Studentovho t-rozdelenia rozdelenia. Po dosadeni do (4.25) dosta-
neme 95% interval spolahlivosti

9,35—- 2,03@ <u<935+ 2,03@

V38 V38

a po vyc¢isleni hranic interval (7,19; 11,51), v ktorom s pravdepodobnost'ou 0,95
lezi poc¢et bodov, ktory v priemere na prijimacich skaskach z matematiky dosiahnu
Studenti 1. fakulty. Podobne postupujeme i pri vypocte jednostrannych intervalov

spol’ahlivosti.

4.4.2 Interval spolahlivosti pre odhad rozptylu ¢
Nech (X}, X5,..., X,) je nahodny vyber rozsahu n z normalneho rozdelenia N(z, o ).

Nahodna premenna

n

(n-1)s> 2 XX

W= i=l 4.28
- 3 (4.28)
ma - rozdelenie s n-1 stupfiami volnosti. Potom plati
2
PL;@ <w<;{2a le—a, (4.29)
Zin-1 o 1—n-1
2 2
kde ;(i , 77, stkvantily x> - rozdelenia. Po upravach tychto nerovnosti do-

—;n—1 1—,n—1
2 2

staneme 100(1-a)% dvojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl o© zakladného

suboru v tvare

(4.30)

Pripomenime, ze na rozdiel od intervalu spolahlivosti pre priemer zakladného
suboru, interval spol’ahlivosti pre rozptyl nie je symetricky, vzh'adom na nesymet-
riu %? - rozdelenia. Jednostranné intervaly spolahlivosti vytvorime analogicky ako

v pripade priemeru a budi vymedzené nerovnostou
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2
ol < w (4.31)
Za;n—l
pre pravostranny 100(1-a)% interval spolahlivosti a nerovnost'ou
~1)82
(”2—)S <o’ (4.32)
//(l—a;n—l

pre lavostranny 100(1-a)% interval spolahlivosti pre rozptyl zakladného stiboru.
Z uvedenych intervalov spolahlivosti pre rozptyl, mézeme bezprostredne urcit’ in-
tervaly spol’ahlivosti pre Standardnt odchylku. Napriklad dvojstranny interval spo-

Pahlivosti je vymedzeny nerovnostami

(4.33)

Priklad 4.2

V tomto priklade nadviazeme na Priklad 4.1 a budeme zistovat, aky je 95% inter-
val spolahlivosti pre rozptyl priemerného poctu bodov z matematiky na prijima-
cich skuskach na 1. fakulte vojenskej akadémie. Opéat’ pouzijeme vyberovy subor
PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/mat. Na vypocet dvojstranného intervalu spo-
lahlivosti pouzijeme vztah (4.30). Z prikladu 4.1 vieme, Ze $tandardna vyberova
odchylka s = 6,58. Na vypocet potrebnych kvantilov - rozdelenia mézeme opit’
vyuzit v EXCELi ponuku S$tatistickych funkcii a pomocou funkcie CHIINV (Ta-

bul’ka 3.6) vypocitat’ ;(12& = ;(55975 =55,67 a ;(é = )(55025 =22,11.
2 2

Po dosadeni do vzt'ahu (4.30) dostaneme
37.6,58* , 37.6,58’
<ot
55,67 22,11
a po vycisleni hranic interval (28,74; 72,35), v ktorom s 95% pravdepodobnost'ou

lezi rozptyl zakladného stiboru.
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4.4.3 Interval spolahlivosti pre odhad podielu 7z
Z Casti 4.2.3 vieme, ze vyberovy podiel P = K , kde K je pocet uspesnych pozoro-
n

vani vo vyberovom subore s rozsahom n, ma rozdelenie so strednou hodnotou
_x(l-rm)

E(P)=r arozptylom D(P) =——, kde 7 je neznama pravdepodobnost’ Gspes-
n

ného pozorovania v zdkladnom subore. Pre dostato¢ne velké »n (n > ﬁ} je
r(l-r

mozné toto rozdelenie aproximovat’ normalnym rozdelenim N(7z 7(1-7)/n). Nor-
movanim vyberového podielu dostaneme nahodnt premennt
P-r

L=——,
z\l—rx

n
ktora ma normované normalne rozdelenie N(0;1).

Vztah

—Zli <Z< Zli ,
2 2

(4.34)

vymedzuje 100(1-2)% interval spolahlivosti pre premennu Z, ktora ma rozdelenie
P

Pl —ﬂp)

n

N(0,1). Ak do (4.34) dosadime nahodna premennu Z = , v ktorej sme

rozptyl nahradili bodovym odhadom rozptylu, dostaneme po vykonani potrebnych
uprav dvojstranny 100(1-a)% interval spolahlivosti pre parameter 7 binomické-

ho rozdelenia pre dostato¢ne vel'ké n v tvare

P-z MIM<7[<P+Z a\/M' (4.35)
1_5 n 1—5 n

Pre citatel'a uz urcCite nie je problém napisat’ jednostranné 100(1-a)% intervaly

spolahlivosti pre podiel 7z
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Priklad 4.3

Zaujima nas, aky je podiel gymnazistov medzi Studentmi vojenskej akadémie.
Ako vyberovy subor pouzijeme vSetkych Studentov (oboch fakult), ktori st
v danom roku $tudentmi vojenskej akadémie (pozri subory PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta/stred. §kola a PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta/stred. §kola). Bude
nas zaujimat’ vyberovy podiel, ktory je najlepSim bodovym odhadom podielu za-
kladného stuboru, ale i 99% dvojstranny interval spol'ahlivosti pre podiel zakladné-
ho suboru, ktory tvoria vSetci absolventi vojenskej akadémie.

Vyberovy podiel je definovany ako relativna pocetnost. Vzhl'adom na to, ze vo
vyberovom subore rozsahu 88 je 24 gymnazistov, pre vyberovy podiel plati

P= % =0,27, ¢o znamena, Ze bodovy odhad podielu gymnazistov na vojenske;j

akadémii je 0,27. VSimnime si, ze rozsah vyberového suboru splna poziadavku ap-

9

roximacie rozdelenia normalnym rozdelenim | 88 > ———
0.27(1-0.27)

= 24,3} , atak na

vypocet 99% intervalu spol'ahlivosti pouzijeme vztah (4.35). Dosadenim vypoci-

tanych hodnét dostaneme

0,27-2,576 % <m <0,27+2,576 %

apo vycCisleni dostaneme interval (0,148; 0,392), v ktorom s 99% pravdepodob-

nostou lezi podiel gymnazistov zo Studentov vojenskej akadémie.

EXCEL

Bodovy odhad priemeru, rozptylu, resp. Standardnej odchylky vypocitame
v EXCELi pomocou funkcii AVERAGE, VAR, resp. STDEV. Pri ur€eni interva-
lov spolahlivosti je vhodné vyuzit' Statistické funkcie ponukané EXCELom.
V Tab. 3.6 najdeme prehlad Statistickych funkcii na vypocet kvantilov pravde-
podobnostnych rozdeleni potrebnych k urceniu intervalov spolahlivosti pre jednot-

livé parametre. Tabulka, ktord ziskame po volbe Nastroje/Analyza uda-
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jov/Popisna Statistika obsahuje bodovy odhad priemeru, rozptylu i Standardne;j
odchylky. Navyse, ak v dialogovom okne #hladina spolahlivosti zadame hodnotu

(1-a)100%, zobrazi sa v poslednom riadku tabulky vypocitana hodnota
l‘1 » 1T , potrebna na vypocet obojstranného intervalu spol'ahlivosti pre prie-
2ot \fn

mer zakladného stiboru (pozri (4.25)).

Priklad 4.4

Vratme sa k Prikladu 1.1 a pouzime na jeho rieSenie proceduru Ndstroje/Analyza
udajov/Popisna Statistika. V kapitole 1 sme uviedli postup, pomocou ktorého zis-
kame bodovy odhad priemeru, ale napr. i rozptylu zdkladného suboru Ak navyse
v prislusnom dialégovom okienku zvolime 95% hladinu spol'ahlivosti, dostaneme
v poslednom riadku tabulky popisnej Statistiky udaj, ktory pouzijeme na vypocet
dvojstranného 95% intervalu spolahlivosti. Nasledujuca tabulka je vystupom

spominanej procedury.

Z tabulky sa dozvedame, Ze bodovy odhad priemeru zakladného suboru, t.j.
priemerného poctu bodov, ktory na prijimacich sktiskach z matematiky dosahuju
Studenti 1.fakulty je priblizne 9,35. Bodovy odhad rozptylu zakladného stiboru je
po zaokruhleni 43,24. Na vypocet 95% intervalu spolahlivosti pouzijeme udaj v

poslednom riadku Tab. 4.1.
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Tab. 4.1 Popisna Statistika pre stbor
PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/mat.

mat.
Stt. hodnota 9.35
Chyba stf. hodnoty 1,066673
Median 8
Modus 4
Smér. odchylka 6,575415
Rozptyl vybéru 43,23608
Spicatost -0,480817
Sikmost 0,617793
Rozdil max-min 25
Minimum 0
Maximum 25
Soucet 355,3
Pocet 38
Hladina spol.(95,0%) 2,161283

Hradany interval ma tvar

x—t St S
a po dosadeni hodnét z tabul’ky dostaneme interval
(9.35-2,16; 9,35+ 2,16)=(7,19; 11,51),
v ktorom s pravdepodobnostou 0,95 lezi priemerny pocet bodov nasho zakladného
suboru. V pripade, Ze nas zaujima iba pravostranny interval spol'ahlivosti priemer-
ného poctu bodov, mézeme opit’ pouzit’ proceduru Popisna Statistika. Vzhl'adom
na to, ze na vypocet hodnoty v poslednom riadku tabulky Popisnej Statistiky je

. » ktory je vhodny na vypo-

2

vzdy po volbe (1-)100% hladiny pouzity kvantil ¢
1

¢et dvojstranného intervalu spolahlivosti, musime na vypocet (1-a) 100% jedno-

stranné¢ho intervalu zvolit' (1-2a)100% = 90% hladinu spolahlivosti . Pri takejto
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vol'be dostaneme na vystupe hodnotu 1,80, pomocou ktorej ur¢ime pravostranny

interval spol'ahlivosti

(_ 0, x+1,_, %)=(—oo; 11,15).
n

Priklady na precvicenie

4.5 Vypocitajte bodovy odhad priemeru, rozptylu a Standardnej odchylky
poctu bodov, ktoré studenti dosiahli na
a) prijimacich skii§kach z matematiky. PouZite vyberovy stibor PRIJIMA-
CIE SKUSKY/2.fakulta/mat.
b) prijimacich skigkach z fyziky PouZite vyberovy subor PRIJIMACIE
SKUSKY/2.fakulta/fyz.

4.6  Urobte 90% dvojstranné a jednostranné intervaly spol'ahlivosti pre priemer,

rozptyl a Standardnti odchylku z Prikladu 4.5.

4.7 Vypocitajte 95% dvojstranny interval spol'ahlivosti podielu Studentov
zo strednych odbornych ucilist’ medzi §tudentmi vojenskej akadémie. Ako
vyberovy subor pouzijeme vsetkych Studentov (oboch fakult), ktori su
v danom roku §tudentmi vojenskej akadémie. Pouzite sibor PRIJIMACIE

SKUSKY/stred. $kola.
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5. TESTOVANIE STATISTICKYCH HYPOTEZ

5.1 Princip testovania Statistickych hypotéz
Statistickou hypotézou nazyvame urity predpoklad o parametroch zakladného
suboru, o jeho rozdeleni, pripadne o parametroch viacerych suborov. Statistické
overovanie tohto predpokladu na zaklade vysledkov ziskanych z ndhodného vybe-
ru nazyvame testovanie hypotéz. Predpoklad, ktory vyslovime o istom parametri
zakladného suboru, pripadne o type rozdelenia, nazyvame nulova hypotéza a
oznacujeme H,. Mo6Zeme ju formulovat’ v tvare

H,: 0=0,, (5.1
ak vyjadruje predpoklad o zhode parametra ® zakladného stiboru so znamou kon-
Stantou @, pripadne v tvare

H,: 0,=0,, (5.2)
ak testujeme zhodu parametra ® v dvoch zakladnych stboroch. Nulovi hypotézu

o zhode rozdelenia pravdepodobnosti f znaku (ndhodnej premennej) X v zékladnom

subore so znamym teoretickym rozdelenim g zapisujeme v tvare
Hy: f(x)=g(x). (5.3)

Alternativne tvrdenie, ktoré prijimame v pripade zamietnutia nulovej hypotézy,
nazyvame alternativna hypotéza. Napriklad, v pripade nulovej hypotézy (5.1)

mozeme ako alternativnu hypotézu pouzit’ niektoré z nasledujucich tvrdeni

H,:0%0,, (5.4)
H :0>0,, (5.5)
H :0<0,. (5.6)

V pripade (5.4) alternativna hypotéza popiera platnost’ H, bez blizSieho Speci-
fikovania hodnoty parametra ®. Takto formulovanii hypotézu nazyvame dvoj-
stranna alternativna hypotéza atest hypotézy nazyvame dvojstranny test.
V pripadoch (5.5) a (5.6) alternativna hypotéza popiera platnost’ nulovej hypotézy

a sucasne jednostranne vymedzuje obor hodnot parametra v zakladnom subore.
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Tvrdi, ze hodnota parametra O je vicsia, pripad (5.5), resp. menSia, pripad (5.6),
nez hodnota predpokladana nulovou hypotézou. Takto formulované hypotézy na-
zyvame jednostranné hypotézy, konkrétne v pripade (5.5) pravostranné
a v pripade (5.6) lavostranné a test hypotézy je jednostrannym (pravostran-
nym, avostrannym) testom.

Vzhl'adom na to, ze pri testovani hypotéz robime usudky na zaklade udajov
z vyberovych suborov je zrejmé, ze sa mdézZzeme dopustit’ i nespravnych rozhodnu-
ti. Moze nastat’ situacia, ked’ zamietneme nulovu hypotézu i napriek tomu, Ze
v skutoCnosti  plati. Vtedy sa dopustame tzv. chyby prvého druhu
a pravdepodobnost’ tejto chyby oznacujeme «. Pre pravdepodobnost’ chyby 1. dru-
hu plati

o = P(zamietnutie H/ plati H) .
Druhd moznost’ chybného rozhodnutia je, Ze prijmeme nulovi hypotézu, i ked’
v skutoCnosti plati alternativna hypotéza. V takomto pripade sa dopustame tzv.
chyby druhého druhu a pravdepodobnost’, Ze sa tejto chyby dopustime, oznacu-
jeme f. Pre pravdepodobnost’ chyby 2. druhu plati

B = P(nezamietnutie H,/ plati H,).
Pravdepodobnost’ 1-£ sa nazyva sila testu. Vyjadruje, s akou pravdepodobnost'ou
zamietneme nulovl hypotézu, ak plati alternativna hypotéza, t.j. vyjadruje pravde-
podobnost’, Ze sa nedopustime chyby 2. druhu.

Pri testovani hypotéz by bolo idedlne minimalizovat pravdepodobnost’ vzniku
oboch chyb. V skuto¢nosti to vSak nie je mozné, pretoze zmenSovanim chyby 1.
druhu narastd chyba 2. druhu. Vzhl'adom na to, Ze nas bude zaujimat’ praktické
hladisko testovania hypotéz, nebudeme d’alej rozoberat’ teoretickl stranku tohto
problému. Klasicky pristup testovania hypotéz je zalozeny na tom, Ze vopred vo-
lime pravdepodobnost’ chyby 1. druhu, tzv. hladinu vyznamnosti, v prijatelnej
vyske (= 0,01, a = 0,05 alebo a = 0,1). Testovaci postup je odvodeny tak, aby
pri danej hladine vyznamnosti zabezpecoval minimalnu pravdepodobnost’ chyby 2.

druhu.
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Na rozhodnutie o tom, ktora z hypotéz H, a H, plati, pouZijeme testovaciu Statis-
tiku Q. Testovacia Statistika je ndhodna premenna, ktora méZe nadobudat’ hodnoty
z istého oboru hodnét (z istej podmnoziny mnoziny realnych Cisiel). Je prirodzené,
ze sucCasne s vypoctom hodnoty testovacej Statistiky pre dany vyber, je potrebné
ur¢it’ i pravidlo, na zaklade ktorého vieme rozhodnut’ v prospech nulovej, pripadne
alternativnej hypotézy. Z tohto dévodu rozdelime obor hodnét testovacej Statistiky
na dve podmnoziny. Jednu z nich nazveme oblast’ prijatia hypotézy H, a druhu
nazveme kriticka oblast’, alebo oblast’ zamietnutia hypotézy H,, ktora bude ob-
lastou prijatia alternativnej hypotézy H;. Obe podmnoziny sa disjunktné a hrani-
ce, ktoré ich oddel'uju, nazveme kritické hodnoty. Kritické hodnoty ur¢ime ako

kvantily rozdelenia pouzitej testovacej Statistiky Q pre zvolent hladinu vyz-

namnosti a. Ak (q,,q,) je oblast prijatia H, a (— o0, 41> U <q2,oo) je oblast’ prija-

tia dvojstrannej alternativnej hypotézy H,, pre ¢,,q, plati

F(q1)=%, F(q2)=1—% , (5.7)

kde F (q) je distribu¢na funkcia ndhodnej premennej Q.

oblast’ prijatia H,

A
A

ﬁ( N B/M

qi q: u

Obr. 5.1 Vymedzenie oblasti prijatia hypotézy H, pri dvojstrannom teste
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V pripade, ze alternativna hypotéza je jednostranna, bude oblast’ prijatia hypo-

tézy H, interval (—o0,q,), ak je alternativha hypotéza pravostrannd a interval
(¢,,%), ak ide o l'avostrannu alternativnu hypotézu. V tomto pripade pre ¢,,q,

plati
Flg)=a, F(g)=1-a, (5.8)

kde F(q) je distribu¢na funkcia nahodnej premennej Q.

Na nasledujacich obrazkoch vidime, ako hladina vyznamnosti « urCuje hranice
intervalov hodndt testovacej Statistiky, pre ktoré prijimame, resp. zamietame H,

pri vol'be jednostrannej alternativnej hypotézy.

oblast’ prijatia Hy

A

I-a

q>

Obr. 5.2 Vymedzenie oblasti prijatia hypotézy H, pri pravostrannom teste
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oblast’ prijatia Hy

v

)( Ia

qi

Obr. 5.3 Vymedzenie oblasti prijatia hypotézy H, pri lavostrannom teste

Vseobecny postup pri testovani hypotéz

1. Sformulujeme nulovu a alternativnu hypotézu.

2. Vyberieme vhodnu testovaciu Statistiku Q a vypocitame jej hodnotu na
zaklade hodnot vyberového suboru.

3. Zvolime hladinu vyznamnosti « a ur¢ime kritické hodnoty ¢;, ¢, ktoré
vymedzuju oblast’ prijatia nulovej, resp. alternativnej hypotézy.

4. Rozhodneme o prijati, resp. zamietnuti nulovej hypotézy na zvolenegj
hladine vyznamnosti & na zaklade toho, ¢i hodnota testovacej Statistiky

lezi v oblasti prijatia, resp. zamietnutia nulovej hypotézy.

5.2 Test hypotézy o priemere zakladného suboru

Podobne ako pri hl'adani intervalov spolahlivosti, i pri testovani hypotéz dblezitu
ulohu zohrava vyber vhodnej testovacej Statistiky. Vyznamnu ulohu pri jej vybere
ma rozsah vyberového suboru, ale aj rozdelenie sledovaného znaku (ndhodnej
premennej) X v zakladnom subore. Tuto skuto¢nost” zohl'adnime i pri testovani

hypotéz o zhode priemeru s konstantou.
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> Znak ma normalne rozdelenie so znamym rozptylom o’
Testujeme hypotézu
Hyop= gy

Alternativna hypotéza je v pripade dvojstranného testu

H ip+p,.
V pripade jednostranného testu

Hytp>py,
alebo

H rp<uy,.

Za danych predpokladov pouzijeme testovaciu Statistiku
X —
z=2"Ho (5.9)
o

Jn
ktora ma normované normalne rozdelenie pravdepodobnosti N(0,1). Pre zvolent
hladinu vyznamnosti « ur¢ime hodnoty potrebnych kvantilov normovaného nor-
malneho rozdelenia, ktoré vymedzia kriticku oblast’. V pripade dvojstrannej hypo-

tézy bude kritickou oblastou mnozina
(=005=21_yp2 ) U (21_230) (5.10)
a oblast’ prijatia nulovej hypotézy je interval
(_ Z1-a/2; Z1-a)2 ) (5.11)

V pripade ze uvazujeme jednostranné hypotézy, bude kriticka oblast’ pre pra-

vostranny test vymedzena intervalom

(21039 (5.12)
a v pripade 'avostranného testu intervalom
(—903= 214 ). (5.13)

Nulovu hypotézu zamietame, ak hodnota testovace;j Statistiky, ktora je vypoci-
tana z daného vyberového suboru rozsahu n, padne do kritickej oblasti, t.j. do ob-

lasti prijatia prislusnej alternativnej hypotézy.
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> Znak ma normalne rozdelenie s neznamym rozptylom o’
V tomto pripade urobime odhad neznameho rozptylu vyberovym rozptylom (4.4) a po-

uzijeme testovaciu Statistiku

(5.14)

ktora ma t-rozdelenie pravdepodobnosti s n -1 stupiiami vol'nosti. Podobne ako v pred-
chadzajucom pripade, jej hodnotu vypocitanu z tidajov konkrétneho vyberového stiboru
porovname s kritickymi hodnotami pre zvolent hladinu vyznamnosti. V tomto pripade
kritické hodnoty ur¢ime ako kvantily t-rozdelenia.

Ak rozsah vyberového stboru je dostatocne vel’ky (rn > 30), méZeme aproximovat’ t-
rozdelenie normalnym rozdelenim a na vypocet kritickych hodndt pouzit’ kvantily

normovaného normalneho rozdelenia.

> Znak ma Pubovol’né rozdelenie a rozsah vyberového suboru je vel’ky
V takomto pripade pouzijeme tvrdenie centralnej limitnej vety (kapitola 3), na zaklade

ktorej ma testovacia Statistika

asymptoticky normované normalne rozdelenie. V pripade, Ze o° nepozname, nahradime
neznamy rozptyl vyberovym rozptylom S°, ktory vypocitame z daného vyberového

suboru.

> Znak ma Pubovol’né rozdelenie a rozsah vyberového stiboru je maly
V takomto pripade pouzijeme niektory z tzv. neparametrickych testov. O niektorych z

nich sa viac dozvieme v kapitole 7.

V nasledujucej tabul’ke Tab. 5.4 je urobeny prehl'ad spominanych testovacich Statis-
tik a prislusnych kritickych oblasti pre rozne alternativne hypotézy pouzité pri testovani

hypotézy o zhode priemeru s konsStantou.
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Tab. 5.4 Testovanie hypotézy o zhode priemeru s konstantou £

I'ubovol’né rozdelenie,

n=>30

Hypotéza |Hypotéza Predpoklady Testovacia Oblast’

H, H, Statistika | zamietnutia H,
znak X ma v ZS Z:}_’uo L2z,
rozdelenie N(z, &%) j_ 2 2>z,

o’ pozname "
3. z£—z_,
znak Xma v ZS P X — 1, 1 |z| 2 Z_yp
Lpu=u | rosdelenie N(u &%) S
_ 5 s Jn 2. z2z,
H=Ho M= Ho | &7 nepozname, n > 30
3. 4< 3. z<—z,_,
znak Xma v ZS - X — 1, 1. |t| e PR
rozdelenie N(z, J) i
ND 200218 40,
o nepozname, n < 30
3.t~ 4,
znak Xma v ZS P X — 1, 1 |Z|_Z1 a2

Poznamka 5.1

Testovanie hypotéz o zhode priemeru s konstantou je mozné robit’ i pomocou in-

tervalov spolahlivosti pre priemer zakladného stiboru (pozri Cast’ 4.2.1). Pri testo-

vani hypotéz, rozhodnutie o prijati, resp. zamietnuti nulovej hypotézy H, na zvole-

nej hladine vyznamnosti & robime na zaklade toho, ¢i hodnota prislusnej testova-
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cej Statistiky lezi v oblasti prijatia hypotézy H,. Napriklad, v pripade dvojstranné-

ho testu prijimame H, , ak testovacia Statistika

Z_X_,Uo

Sk

lezi v intervale (— Zi_g)2; Zima)2 ), tj. ak

0
“Z1gpn < Y5 <Zigfps
Jn
pricom Xx je vyberovy priemer vypocitany z konkrétneho vyberového suboru. Upravou

tychto nerovnosti dostaneme vztah

p -
X—Z ,—=<fly<x+z

(24 [24
=< =<
oy Nn y vn

Interval [; -z i; x+z i} je ale 100(1-a)% obojstranny interval spolah-
n

17% Jn 17%

livosti pre priemer zakladného stiboru pri znamom ¢”. Znamena to teda, Ze ak kon-
Stanta 4 je =z intervalu spolahlivosti pre priemer x moézeme na hladine vyz-
namnosti « prijat’ hypotézu o rovnosti priemeru u s konStantou z4. V opatnom
pripade prijimame obojstrannu alternativnu hypotézu.

Podobnu tvahu pouzijeme i pri jednostrannych testoch. Konkrétne, ak voli-

me alternativnu hypotézu H, : u > u,, prijimame H,, ak y, € [; -z, %;oo} Ak
n

alternativna hypotéza je H,:u < y,, prijimame Hy, ak y, € [— 00; x+ 21y %) .
n

V pripade, Ze rozptyl zakladného suboru nie je znamy, alebo rozsah vyberové-
ho suboru je maly, postupujeme pri vypocte intervalov spolahlivosti podl'a kapito-
ly 4 (Cast’ 4.4.1).

Nasledujica schéma je navod na postup pri vybere vhodnej testovace;j Statistiky pri

testovani hypotézy o zhode priemeru s konstantou.
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X — 1y

Z:a/\/;

ano ) S/‘/;

normalne
) nie

rozdele- . —
nie X e X =

-7

X —

7 =
lubovolné ano S/\n

n>30

pouzi
neparamet-
rické testy

Obr. 5.4 Vyber testovacej Statistiky pri testovani hypotéz o zhode priemeru u

s konstantou

Priklad 5.1

Zaujima nas, ¢i poc¢et bodov, ktory na prijimacich skaskach z matematiky v prie-
mere ziskaju Studenti 1. fakulty je mensi ako 13. Ako vyberovy subor pouzijeme
subor PRIJIMACIE SKUSKY/I.fakulta/mat. o ktorom predpokladame, Ze ma

normalne rozdelenie. O tomto vyberovom subore uz mame isté informacie
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z predchadzajacej kapitoly (Tab. 4.1), atak na zdklade zisteného vyberového
priemeru sformulujeme nulovu a alternativnu jednostrannu hypotézu v tvare:

Hy: pu=13,

H,: u<l13.
Vzhl'adom na to, Ze rozptyl zadkladného stiboru nie je znamy, pouzijeme testovaciu Sta-
tistku (5.14), ktora ma t-rozdelenie s n-1 stupiiami volnosti. Pouzitim vyberového
priemeru a vyberovej Standardnej odchylky, hodnoty ktorych ziskame z tabulky po-
pisnej Statistiky, pripadne pouzitim Statistickych funkcii AVERAGE a STDEV, dosta-
neme hodnotu testovacej Statistiky

- 935-13
6,575

V38

Nasu tlohu budeme riesit’ na hladine vyznamnosti « = 0,05. Pouzitim Statisticke;j

=-3,422.

funkcie TINV(0,1;37) ziskame kriticka hodnotu ¢, , | =7, 453, =1,687, pomocou

ktorej urcime oblast’ zamietnutia nulovej hypotézy, ktorou je interval

(— 031, )= (— 00;— 1,687). Vzhl'adom na to, Ze testovacia Statistika leZi v tejto oblasti,

zamietame na hladine & = 0,05 hypotézu H, a prijimame alternativnu hypotézu, ktora
hovori, Ze Studenti 1. fakulty ziskaju na prijimacej skiske z matematiky v priemere me-
nej ako 13 bodov.

Na zéklade Poznamky 5.1, tlohu méZeme riesit’ i vyuZzitim jednostranného intervalu
spol’ahlivosti pre priemer zakladného suboru. Lahko vypocitame (pozri 4.4.1), ze 95%

pravostranny  interval  spolahlivosti pre priemer zakladného stboru je

(— 0; x + Legn i} =(—o0; 11,15). Hypotézu H, prijimame na hladine vyznamnos-

N

ti = 0,05, ak g lezi v tomto intervale. Vzhl'adom na to, Ze 1, =13 v tomto intervale
nelezi, zamietame hypotézu H, a prijimame alternativau hypotézu H, pricom chyba,

ktorej sa dopustime v pripade ze H, je pravdiva, je 5% .
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5.3 Test hypotézy o rozptyle zakladného siuboru
V tejto Casti budeme predpokladat, Ze znak X ma v zadkladnom stbore rozdelenie
N(x o). Bude nas zaujimat’, & hodnota o je rovna konstante oy’. Testujeme teda
hypotézu
H,:0° =0].
Alternativna hypotéza je v pripade dvojstranného testu
H, o’ # 002.
V pripade jednostranného testu
H :0°>o0;,
alebo

H, o’ < 002.
Pouzijeme testovaciu Statistiku

D

2 b

W = >
) )

(5.15)

kde §° je vyberovy rozptyl. Statistika (5.15) ma y*> — rozdelenie s n-1 stupfiami
volnosti. Na vymedzenie oblasti zamietnutia H, preto pouZijeme kvantily y* —
rozdelenia pre zvolenu hladinu vyznamnosti. Oblasti zamietnutia hypotézy H, pre

rozne alternativne hypotézy st uvedené v nasledujucej tabulke.



Statistika s Excelom

115

Tab. 5.2 Testovanie hypotézy o zhode rozptylu ¢ s konstantou oy’

Hypotéza Hypotéza Testovacia Oblast’
H, H, Predpoklady Statistika zamietnutia H,
1. % 20, znak X'ma Low< x2n.0
2 ZS e
o =0, 2. 0’ >0} v W= (n IZ)S alebo

3. o2 <ol rozdelenie o, we g2 .

N(u, &%) ’
2. w2 le—a,n—1

3. w< ;(i’H

Poznamka 5.2
Podobne ako v pripade testovania hypotézy o zhode priemeru s konstantou, pri
ktorom sme vyuzili intervaly spolahlivosti pre priemer, mdZeme postupovat’ i pri

testovani hypotézy o zhode rozptylu s konstantou. Nulova hypotézu o zhode o

s konstantou 05 v pripade dvojstrannej alternativnej hypotézy prijimame, ak

o2 (n-1)s? (n—-1)s?

Ak alternativna hypotéza je H, o >0§

(H :0° < O'g ), tak Hy prijimame, ak 0'5 > 0 >
Zl—a;n—l Za;nfl

(n—1)s> {02 _(n-1)s? J

Priklad 5.2

Moézeme na hladine vyznamnosti & = 0,05 tvrdit, Ze rozptyl priemerného poctu
bodov z matematiky na prijimacich skiSkach na 1. fakulte je 30? Opét’ pouzijeme

vyberovy subor PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/mat. Testujeme hypotézu
H,:0”=30.

Ako alternativnu hypotézu zvolime dvojstranntl hypotézu
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H, :0%#30.
Hodnotu testovacej §tatistiky, ktora ma x> — rozdelenie s n-1 stupfiami volnosti,
ziskame dosadenim rozsahu vyberového suboru (n = 38) a vyberového rozptylu
(s* =43,236) do testovacej Statistiky (5.15), a dostaneme

2 TG

Pouzitim Statistickej funkcie CHIINV, konkrétne CHIINV(0,975;37) ziskame kri-
ticktl hodnotu Zé/z,m = ;(&025;37 =22,11 a volbou CHIINV(0,025;37) dostaneme

7(12—a/2,;z-1 = Xoo7537 =99,19, ktoré¢ vymedzuji oblast na prijatie Ho, t.j. interval

(22,1 1;59,19). Vzhl'adom na to, ze vypocitand testovacia Statistika w =53,325 je
z tohto intervalu, nie je dovod zamietnut’ nulovai hypotézu a mézeme na hladine
vyznamnosti « = 0,05 tvrdit, ze rozptyl priemerného poctu bodov z matematiky
na prijimacich skuskach na 1. fakulte je 30.

Na zéklade Pozndmky 5.2 médzeme naSu ulohu rieSit’ i pomocou intervalov
spol'ahlivosti. Konkrétne nas bude zaujimat, & o lezi v 95% dvojstrannom in-
tervale spolahlivosti pre rozptyl zdkladného stiboru. V Priklade 4.2 sme vypocita-
li, Ze spominany interval spolahlivosti je (28,74; 72,35). Vzhl'adom na to, ze
0'5 =30, lezi v tomto intervale prijimame hypotézu H,, ¢o je v sulade s predcha-

dzajicim zaverom testovania.

5.4 Test hypotézy o podiele zakladného suboru
Podobne ako v predchadzajtcich castiach, budeme testovat’ hypotézu o zhode po-
dielu 7 zakladného stiboru s konstantou 7. Nulova hypotéza ma tvar
Hy:r=n,.
Alternativna hypotéza je v pripade dvojstranného testu
H r#n,,

a pre jednostranny test je
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H :r>nm,,
alebo
H :r<n,.
Z predchadzajucich kapitol vieme, ze ak rozsah vyberového suboru je dosta-
to¢ne velky, mdézeme rozdelenie vyberového podielu aproximovat normalnym
rozdelenim N (72', Na(l=7) /R ) To nam umoZni pouzit’ testovaciu Statistiku
P-r,

[P(1-P)
n

Z= (5.16)

ktora ma rozdelenie N(0,1).

Oblasti zamietnutia hypotézy H, pre rozne alternativne hypotézy si uvedené v

nasledujucej tabulke.

Tab. 5.3 Testovanie hypotézy o zhode podielu 7s konStantou 7,

Hypotéza Hypotéza Testovacia Oblast’
H, H, Predpoklady Statistika zamietnutia H,
znak X ma
l.z#rx
0 vZS 7= P—ﬂ'o 1. |Z|>2170!/2
T =7, 2. x> nm, Tubovolné P1-P 3 252
. l-a
3.r<m, rozdelenie n
3.z<-2_,
ne 2
P(1-P)
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Priklad 5.3

Zaujima nas, Ci podiel gymnazistov medzi Studentmi vojenskej akadémie je
40%. Ako vyberovy subor pouzijeme vSetkych Studentov (oboch fakult), ktori su
v danom roku $tudentmi vojenskej akadémie (pozri sibory PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta/stred. $kola a PRIJIMACIE SKUSKY/ 2.fakulta/stred. $kola). Nu-
lova hypotéza ma tvar

Hy:7=04.

Vzhl'adom na to, ze vyberovy podiel je P = 0,27 (Priklad 4.3), zvolime alternativ-
nu hypotézu v tvare
H :7<04.

Uvedené hypotézy budeme testovat’ na hladine a =0,05. Rozsah vyberového su-
boru je 88, takze je vhodné pouzit’ testovaciu Statistiku (5.16), ktora ma rozdelenie
N(0,1). Dosadenim vyberového podielu a rozsahu vyberového suboru do vztahu
(5.16) dostaneme

0,27-0,4

0,27(1-0,27
88

- -2.96.

Na vymedzenie oblasti prijatia, resp. zamietnutia nulovej hypotézy je potrebné urcit
kriticka hodnotu, ktorou je v tomto pripade 5% kvantil normovaného normalneho roz-
delenia. Pouzitim $tatistickej funkcie NORMSINV vypocitame jeho hodnotu, ktora je

Zg05 = —1,645. Vzhl'adom na to, Ze vypocitana testovacia Statistika je mensSia ako kri-

tickd hodnota, zamietame hypotézu H, a na hladine vyznamnosti & = 0,05 prijimame

alternativnu hypotézu, ktora hovori, ze podiel gymnazistov medzi Studentmi vojen-

skej akadémie je mensi ako 40%.

5.5 p-hodnota
Pri testovani hypotéz robime rozhodnutie o prijati, respektive zamietnuti nulovej hypo-
tézy na zaklade toho, ¢i vypocitana testovacia Statistika lezi v oblasti prijatia nulovej

hypotézy, pricom velkost tejto oblasti zavisi od vopred zvolenej hladiny vyznamnosti
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a. Polozme si teraz otazku. Pre aké hladiny vyznamnosti mézeme nulovu hypotézu

evv e

me? Naznacme rieSenie tohto problému na priklade.

Testujme hypotézu H, : u = p,, pri alternativnej hypotéze H, : u > u,. Nech z je
hodnota pouzitej testovacej Statistiky vypocitanej z daného vyberového stiboru, ktora
ma normované normalne rozdelenie N(0,1). Tato hodnota je sucasne i hodnota niekto-
rého z kvantilov rozdelenia N(0,1). Oznacme p plochu pod grafom funkcie hustoty,
ktora sa nachadza vpravo od hodnoty testovacej Statistiky. Z Obr. 5.6 je zrejmé, ze hod-
nota testovacej Statistiky bude v oblasti prijatia Hy, ak pre hladinu vyznamnosti & plati,
7Ze a < p. Vpripade, Ze « > p zamietame H, a prijimame alternativau hypotézu H,.
tézy. Cim mensia je p-hodnota, tym viac sme presved&eni, ze H, nie je spravna a mala
by byt prijata alternativna hypotéza H; Analogicky budeme postupovat i pri ureni p-

hodnoty v pripade l'avostranného testu, t.j. v pripade, ze H, : u < y,.

p-hodnota

Obr. 5.6 p-hodnota pravostranného testu
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Obr. 5.7 p-hodnota lavostranného testu

Uvazujme teraz dvojstrannu alternativnu hypotézu H, : u # y,. Opédt oznacme

hodnotu testovacej Statistiky z . V tomto pripade je p-hodnota sucet 2 ploch, z ktorych
jedna je vpravo od z a druha vlavo od -z. Ak robime testovanie hypotézy na hladine

a > p, hodnota testovacej Statistiky sa dostane do oblasti zamietnutia H,.

Uvedené tvahy teda naznacuju d’alsi mozny sposob rozhodovania sa o vysledku pri
testovani hypotéz. Je to porovnavanie p-hodnoty a hladiny vyznamnosti . Pouzijeme
nasledujtce pravidla.

» Nulovl hypotézu H, zamietame pre kazdi hladinu vyznamnosti «, pre ktort plati
azp.
» Nulovu hypotézu H, prijimame pre kazdd hladinu vyznamnosti ¢, pre ktort plati

a<p.

Vicsina Statistickych programovych systémov vypocita p-hodnotu, a tak pri pocita-
c¢ovom spracovavani udajov a ich analyze je tento sposob najrychlejsi. Staci totiz, ak
porovname p-hodnotu so zvolenou hladinou vyznamnosti . Vidime, Ze p-hodnota po-
skytuje viac informacii o vysledku testu. Ak totiz pozname p-hodnotu, vieme povedat,
na akej hladine vyznamnosti méZeme prijat’ Hy, pripadne pre aku hladinu uz musime
nulovu hypotézu zamietnut’.

V prikladoch, ktoré sme pouzili pri objasiovani p-hodnoty, sme pouzili testovaciu

Statistiku, ktora ma rozdelenie N(0,1). Analogicky by sme vSak postupovali i v pripade
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testovacej §tatistiky s t-rozdelenim, y*-rozdelenim, pripadne s inymi typmi rozdelenia
pravdepodobnosti. Pri pocitaovom spracovani udajov Statistické programy pocitaju p-

hodnotu prislusného rozdelenia.

EXCEL

Na testovanie hypotéz o zhode priemeru s konstantou je mozné v EXCELIi pouzit’
Statistick®l funkciu ZTEST. Cislo, ktoré ziskame na vystupe tejto funkcie je hodno-
tou distribuc¢nej funkcie rozdelenia N(0,1) v hodnote testovacej Statistiky z. Dopl-
nok tejto hodnoty do 1 je vlastne p-hodnota pre jednostranny pravostranny test, na
zaklade ktorej sa vieme rozhodnut, ¢i prijimame nulovu, alebo alternativnu hypo-
tézu. Pripominame, Ze p-hodnota pre dvojstrannny test je dvojnasobok p-hodnoty

pre test jednostranny.

5.6 Test hypotézy o zhode priemerov dvoch zakladnych

suborov

Tento test patri medzi naj¢astej$ie pouzivané Statistické testy, pretoze umoznuje porov-
navat’ dva zakladné subory a na zéklade toho robit’ o nich isudky. Budeme teda uvazo-
vat’ dva zakladné subory, na ktorych sledujeme hodnoty znaku X. Z kazdého z nich vy-
tvorime nahodny vyberovy stbor, ktory pouzijeme na overovanie hypotézy o zhode
priemerov v zakladnych stiboroch. I v tomto pripade, pri vol'be vhodnej testovacej Sta-
tistiky vyznamnu ulohu zohrava rozdelenie pravdepodobnosti znaku X v oboch zaklad-
nych stiboroch, rozsah vyberovych suborov, pripadne rovnost’ rozptylov v zdkladnych
suboroch. Pri vol'be testovacej Statistiky treba prihliadat’ i na to, ¢i vyberové subory st
nezavislé, ¢o znamend, ze hodnoty znaku X sledované na prvkoch jedného vyberového
suboru nezavisia od hodnoét tohto znaku v druhom vyberovom stibore. Tieto skuto¢nos-

ti zohl'adnime pri testovani hypotéz o zhode priemerov dvoch zakladnych stiborov.
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> Znak X ma v oboch zikladnych siboroch normalne rozdelenie, rozptyly o-

boch zakladnych siborov st zname, vyberové sibory s nezavislé

Nech teda sledovany znak X ma v prvom i v druhom zakladnom subore normalne
rozdelenie so znamymi rozptylmi o;°, 65" . Testujeme nulovii hypotézu
Hy:py =y

Ako testovacie kritérium pouzijeme testovaciu Statistiku

X -X

z:%, (5.17)
o, %2
n n,

kde X,, X, supriemery vyberovych stiborov s rozsahmi #; a n,. Této testovacia Sta-

tistika ma normované normalne rozdelenie N(0,1). Kritické hodnoty teda najdeme ako

prislusné kvantily rozdelenia N(0,1).

> Znak X ma v oboch zikladnych siboroch normalne rozdelenie, rozsahy vy-
berovych staborov su vel’ké, rozptyly zakladnych stiborov nepozname, vybe-

rové subory s nezavislé
Na testovanie nulovej hypotézy H, : y, = 1, pouzijeme testovaciu Statistiku (5.17),

v ktorej sme nezname rozptyly o, ; nahradili ich bodovymi odhadmi. Testovacia
Statistika bude mat’ potom tvar
X -X,
2 2
S5

ng o nm

Z= (5.18)

a ma normované normalne rozdelenie N(0,1).

Statistiku (5.18) je vhodné pouzit i v pripade, ked’ nie je splnena podmienka nor-
malneho rozdelenia pravdepodobnosti sledovaného znaku. V tomto pripade je normalita
rozdelenia testovacej Statistiky (5.18) dosledkom platnosti centralnej limitnej vety (ka-

pitola 3).
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> Znak X ma v oboch zakladnych siiboroch normalne rozdelenie, rozptyly ne-

pozname, méZeme predpokladat’ 5 = o, vyberové siibory su nezavislé

Na testovanie nulovej hypotézy H : u, = u, oproti l'ubovolnej alternativnej hypotézy
pouzijeme testovaciu Statistiku

X, -X,
r=—»~4-_"-2_ (5.19)

kde S f, je zdruzeny vyberovy rozptyl definovany vzt'ahom

g2 = (m=DS +(m,=DS; (5.20)
b n+n,—2 ’

pricom Slz, S; su vyberové rozptyly. Testovacia Statistika ma t-rozdelenie s n;+n, -2

stupnami vol'nosti. Kritické hodnoty ur¢ime na zvolenej hladine vyznamnosti « ako pri-

slu§né kvantily t-rozdelenia s n;+ n,-2 stupfiami vol'nosti.

> Znak X ma v oboch ziakladnych stiboroch normalne rozdelenie, rozptyly ne-

ozname, mézZeme predpokladat’ o2 # o2, vyberové subory st nezavislé
9 1 29

V takomto pripade na testovanie nulovej hypotézy H, : 1, = u, pouZzijeme testovaciu
Statistiku v tvare
X, -X,
2 2’
S, 5
nom

ktora ma t-rozdelenie s po¢tom stupiiov volnosti 1;, ktory nazyvame redukovany pocet

T= (5.21)

stupnov vol'nosti, pre ktory plati vztah
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2
n n,
v, = . (5.22)

2 2
(s, 1 (s
n =1\ n n, =1\ n,

V pripade, Ze v, nie je celé ¢islo, bude pocet stupniov volnosti najblizSie mensSie celé

Cislo. Vztah (5.22) sa nazyva Welchova aproximacia.

> Vyberové stubory sa zavislé (parové), parové rozdiely maji normalne rozde-

lenie

Pod parovymi vyberovymi stibormi budeme rozumiet’ sibory, ktoré su tvorené tymi is-
tymi Statistickymi jednotkami, na ktorych sledujeme ten isty znak X, ale v réznych situ-
aciach. V tomto pripade vsak uz nemozeme hovorit' o nezdvislosti siborov. Napriklad
nas zaujima, ¢i pocet predanych produktov vo vybranej sieti predajni sa zvysil po re-
klamnej kampani na dany produkt. Budeme sledovat’ zmenu hodnoty znaku na kazdej
jednotke, t.j. rozdiel medzi po¢tom predanych produktov pred a po reklamnej kampani
v jednotlivych predajniach. Nulovi hypotézu v takomto pripade je vhodné zapisat’ v

tvare
H,:u, =0,
priCom gy, je definovany ako wu, =u, —u,. Vidime, Ze test o zhode priemerov

dvoch zakladnych suborov sme vlastne zredukovali na test jedného parametra. Testova-
nym znakom D je rozdiel medzi dvoma pozorovaniami dané¢ho znaku na tej istej Statis-
tickej jednotke. Pri tomto teste budeme vychadzat’ z rovnakych predpokladov ako pri

testoch v Casti 5.2. PouZijeme testovaciu Statistiku

: (5.23)

kde D je priemer znaku D, S, je Standardna odchylka rozdielov a n je pocet paro-

vych pozorovani, ktord ma t-rozdelenie pravdepodobnosti s 7 -1 stupnami vol'nosti.
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V pripade, ze pocet pozorovani je dostatocne velky, mdzeme namiesto t-rozdelenia
pouzit’ normované normalne rozdelenie.

V Tab. 5.4 st uvedené oblasti zamietnutia nulovej hypotézy pre jednotlivé typy
alternativnych hypotéz pre vSetky spominané pripady testovania zhody priemerov v

dvoch zakladnych stiboroch.

Priklad 5.4
Zaujima nés, ¢i vstupnd uroven Studentov z matematiky je porovnatelna na oboch fa-
kultach vojenskej akadémie. Pouzijeme subory PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/mat.
a PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta/mat., o ktorych predpokladame, Ze s vybrané zo
suborov s normalnym rozdelenim. Nulova hypotéza H, bude predpokladat’ rovnost
priemerov zakladnych suborov, priCom prvy je tvoreny Studentmi 1. fakulty vojenskej
akadémie a druhy Studentmi 2. fakulty, t.j.

Hy:py =y
Alternativnu hypotézu budeme formulovat’ v tvare

Hy iy # .

Vzhl'adom na to, Ze rozsahy oboch vyberovych stborov su vécsie ako 30 a rozptyly
zékladnych suborov nepozname, mézeme pouzit’ vyberovu Statistiku (5.18).
Po dosadeni vyberovych priemerov (4.1), vyberovych rozptylov (4.4) a rozsahov

oboch vyberovych suborov dostaneme hodnotu testovacej Statistiky

R Rt S 9,35-15,12 407,

st 53 \/43,23 , 3456
n, 38 50
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Tab. 5.4 Testovanie hypotéz o zhode priemerov dvoch zékladnych suborov

Hypotéza Hypotéza Testovacia Oblast’
H, H, Predpoklady Statistika zamietnutia H,
0,,0, pozname
znak X ma normalne X -x.
rozdelenie v oboch | Z= % L. |Z| > Zi g
Z,S ., , %1 ,% 2.z>z_,
vyberové subory su n,oon,
nezavislé 3. z2<-z1,
0, ,0,nepoznime 5 X, -X,
> > -
n, 230, n, 230 S12+i§
vyberové stbory su n,on,
Loay # 1y | nezavislé
Hy =y 2. 1> o,,0,nepozname
34 <p, |O1=0, __ X=X L] >1
. . T= 1-a/2
znak X ma normalne 1 1
rozdelenie v oboch S, P 2.t>t.,
Zsb . b ’ l ’ 3.t< _tl—a
vyberové subory su .
nezavislé Sp pozri (5.20) df.=n +ny-2
o,,0,nepozname
o, # 0, . X, -X, Ll >,
znak X mé normalne T T, 2
. 2.t>t
rozdelenie v oboch 5 " 5y -
ZS nl n2 3 t< _tl—a
vyberové stbory st d.f pozri (5.22)
nezavislé
0,0, nepozname
D - rozdiel medzi L. |t| >hap
Loup #0 | dvoma pozorovaniami _ 2.t>t,
) > () | ma normalne rozdele- — D
1, =0 - Hp : N 3. t<—t
D= nie : 1-
3. uy, <0 Sp/NT “

vyberové subory su
zavislé

df.=n-1
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Zvolenu hypotézu budeme testovat’ na hladine vyznamnosti & = 0,05, ¢o znamena Ze
kritické hodnoty pre oblast’ prijatia, resp. zamietnutia H, buda uréené kvantilmi nor-

mované¢ho normalneho rozdelenia z,_,, =z,9;5 =1,96 a z,,, =z o5 = —1,96. Oblast’

prijatia hypotézy H, je teda interval (— 1,96; 1,96). Vzhl'adom na to, Ze testovacia Sta-
tistika nelezi v tomto intervale, zamietame nulovu hypotézu a prijimame hypotézu al-
ternativnu, ktord tvrdi, Ze vstupna Uroven Studentov z matematiky nie je porovnatelna
na oboch fakultach vojenskej akadémie.

Vzhl'adom na vyrazny rozdiel priemerov vyberovych stiborov je vhodné formulovat
alternativnu hypotézu v tvare

Hy iy <.

Kritickd hodnota tohto T'avostranného testu je urCend kvantilom z, =z, =-1,64 a

oblast'ou prijatia Hy je interval (— 1,64;00). I v tomto pripade, testovacia Statistika lezi v

oblasti zamietnutia H,, Co znamen4, Ze vstupnd troven Studentov na 1. fakulte je Statis-

ticky vyznamne niz§ia ako na 2. fakulte.

5.7 Test hypotézy o zhode rozptylov dvoch zakladnych su-

borov
Pri popise konstrukcie testu zhody dvoch priemerov zakladnych suborov sme videli, Ze
dolezitt ulohu pri vol'be testovacej Statistiky zohrava predpoklad rovnosti rozptylov v
zékladnych suboroch. Predpoklad o zhode rozptylov na zaklade vyberovych suborov
overime nasledujicim testom.

Uvazujme nezéavislé nahodné vybery s rozsahmi 7, n,, ktoré sme vytvorili z dvoch
zékladnych stiborov, v ktorych mé sledovany znak normalne rozdelenie. Z tychto vybe-
rov sme vypocitali vyberové rozptyly Sl2 , s22 (4.4). Nulovu hypotézu budeme formulo-
vat’ v tvare

H, ol =02,

Na overenie tejto hypotézy pouzijeme testovaciu Statistiku
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F = S

=,
S;

(5.23)

ktora ma Fisherovo rozdelenie pravdepodobnosti so stupfiami volnosti v; = n;-1 a 1 =
ny-1. Vymedzenie kritickych oblasti pre jednotlivé typy alternativnych hypotéz je

v nasledujucej tabul’ke.

Tab. 5.5 Testovanie hypotézy o zhode rozptylov dvoch zakladnych suborov

Hypotéza | Hypotéza |Predpoklady Testovacia Oblast’
H, H, Statistika zamietnutia H,
L. f<Fa/2,(vl,v2)
znak X alebo
ma normalne
L. ol 20, rozdelenie F— Slz S > Franngm)
(712 = 022 2. 012 > (722 v oboch ZS S22 2. f > F'l—a,(vl,vz)
3.0} <0,
3. f< Fa,(vl,vz)
v, =n; —1
v, =n,—1

Priklad 5. 5

Pytame sa, ¢i rozptyl bodov, ktoré Studenti ziskaji na prijimacich skuskach
z matematiky je porovnatelny na oboch fakultach vojenskej akadémie. Opiat’ pouzijeme
stibory PRIJIMACIE SKUSKY/I.fakulta/mat. a PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta
/mat., o ktorych predpokladame, Ze st vybrané zo stiborov s normalnym rozdelenim.
Nulova hypotéza H, hovori o rovnosti rozptylov zakladnych suborov, pricom prvy je

tvoreny Studentmi 1. fakulty a druhy Studentmi 2. fakulty, t.j.
H,:cl =0;.
Alternativnu hypotézu volime v tvare

2 2
H, 0] #0;,
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pricom hypotézu budeme testovat’ na hladine vyznamnosti & = 0,05. Do vztahu na vy-

pocet testovacej Statistiky (5.23) dosadime vyberové rozptyly (4.4) vypocitané

z danych vyberovych siborov a dostaneme

2
P S12 824
S2 34,56

Oblast’ prijatia hypotézy H, je interval, ktorého hranice su ur¢ené hodnotami kvatilov
Fisherovho rozdelenia pravdepodobnosti so stupniami vol'nosti vi=n;-1 a v, =n,-1. Na

ich vypocet pouzijeme v EXCELi Statisticki funkciu FINV. Konkrétne, volbou
FINV(0,975;37;49)  dostaneme kvantil F

al 2,(\/l Vs

)= Foos37.49) = 0,54 a kvantil

F

1-a/2(v,,v,

) = Foo7537.40) =1,82 volbou FINV(0,025;37;49). Vzhladom na to, Ze

1,25 € (0,54;1,82), nemame dovod zamietnut' na hladine vyznamnosti « =0,05 hypo-

tézu o rovnosti rozptylov zékladnych stuborov.

Testovanie hypotéz o zhode priemerov, pripadne rozptylov dvoch zakladnych subo-
rov je mozné jednoducho realizovat’ s vyuzitim Statistickych procedir ponukanych
EXCELom. Na zaver tejto kapitoly uvedieme priklady, pri rieSeni ktorych budi tieto

procedury pouzité.

5.8 Test hypotézy o zhode podielov dvoch zakladnych

suborov

Metody, ktoré vyuzivame na testovanie podielov dvoch zakladnych suborov su zaloze-
né na aproximadcii binomického rozdelenia rozdelenim normalnym. Uz vieme (kapitola
3), Ze tato aproximacia vyzaduje dostatocne vel'ké vyberové stibory. Uvazujme teda
nezavislé nahodné vybery s dostatocne velkymi rozsahmi #n;, n,, z ktorych vypocitame
prislusné vyberové podiely P;, P,. Testujeme hypotézu o zhode podielov v oboch za-
kladnych suboroch v tvare

Hy:m =m,.
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Vhodna testovacia Statistika, ktort pouZijeme na jej testovanie ma tvar

P -P
Z= L . 5.24
Ja(l—a)+P2(1—Pz) o

n n,

Pre dostato¢ne vel'ké n;, n, méZzeme rozdelenie tejto testovacej Statistiky aproximovat’
rozdelenim N(0,1) a kritické hodnoty vypocitat’ ako prislusné kvantily normovaného
normalneho rozdelenia. Vymedzenie oblasti zamietnutia Hy najdeme v nasledujicej ta-

bulke.

Tab. 5.5 Testovanie hypotézy o zhode podielov dvoch zakladnych stborov

Hypotéza | Hypotéza | Predpoklady Testovacia Oblast’
H, H, Statistika zamietnutia
H,
k X —
Lom #m, frrllé? normélne | £= 1 1131) Ii(l B) L. |z| > Z1 g
=7 2. 1 <7, |rozdelenie il 1)@ ) o<
3.7, >n, |VobochZS " n CES TR
3.z>z_,
Priklad 5.6

Zaujima nas, Ci je rozdiel v percentualnom zastipeni zien Studujucich na jednotlivych
fakultach vojenskej akadémie. Ako vyberové subory pouzijeme Studentov 1. a 2. fakul-
ty, ktori v danom roku Studovali na vojenskej akadémii. Zistili sme, Ze medzi 85 Stu-
dentmi 1. fakulty bolo 12 zien ana 2. fakulte bolo z celkového poctu 69 Studentov 14
zien. Budeme testovat’ hypotézu o zhode podielov v oboch zakladnych suboroch v tvare
Hy:m =mrm,.

K hypotéze H,, ktoru budeme testovat’ na hladine vyznamnosti & = 0,1 zvolime alter-
nativnu hypotézu v tvare

H :m+*r,.
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Na vypocet testovacej Statistiky pouzijeme vzt'ah (5.24), do ktorého dosadime vyberové

podiely a rozsahy jednotlivych vyberovych suborov. Dostaneme

P-P -
L  — P, _ 0,143 -0,203 — _097.

\/ R(-R) P, (1-p) \/0,143(1 —0,143) . 0,203(1 - 0,203)
85 69

n n,

Oblast’ prijatia hypotézy H, je vymedzena kvantilmi Z, =25 =—1645 a
2

Z ., =Zpgs =1,645. Je zrejmé, ze — 0,976 € (— 1,645;1,645) , ¢o znamena, Ze na hladi-
L ,
2

ne vyznamnosti & = 0,1, nie je dévod zamietnut’ hypotézu H,, takze mézeme tvrdit’, ze

percentualne zastipenie zien Studujucich na 1. a 2. fakulte je porovnatelné.

EXCEL

Na testovanie hypotéz o zhode priemerov, pripadne rozptylov dvoch stiborov poskytuje
EXCEL niekolko testov. Vol'bou Nadstroje/Analyza uidajov si mozeme z ponuky vy-
brat’ test v zavislosti od toho, aké predpoklady spiiiaju nase vyberové stbory. Dvojvy-
berovy z-test na strednii hodnotu pouzijeme v pripade, ked” oba vyberové stibory maju
rozsah vac¢si ako 30 a st vybrané z nezavislych suborov. Pri volbe tohto testu sa objavi
dialogové okno, do ktorého vkladame pozadované informacie, ako je vstupna oblast,
rozptyly (v pripade, Ze rozptyly nie su zname zadame ich bodové odhady), hladina vyz-
namnosti a pod. Vystupna tabul’ka dvojvyberového z-testu na strednt hodnotu obsahu-
je okrem bodovych odhadov strednych hodnét oboch vyberovych siborov a ich rozsa-

hov i hodnotu testovacej Statistiky z. Symbolom z krif(2) je vo vystupnej tabulke ozna-

¢eny kvantil normovaného normalneho rozdelenia z,_, ,, pomocou ktoré¢ho vymedzime

kriticku oblast’ pre dvojstranny test. Symbolom z krit(1) je oznaCeny kvantil z,, po-

trebny pre vymedzenie kritickej oblasti jednostranného testu. Test je zalozeny na po-

rovnani hodnét z a z krit(2), resp. z krit(1). Ak z > z krit(2) alebo z < —z krit(2) nepri-

jimame H, a prijimame hypotézu H;.V opac¢nom pripade nie je dovod H, na danej hla-



132 Statistika s Excelom

dine vyznamnosti zamietnut’. V pripade, Ze volime jednostrannu alternativnu hypotézu
Hy: > 1o (1 < o), neprijimame H,, ak plati z > z krit(1) (z < -z krit(1)). Vo vystup-
nej tabulke je symbolom P(Z <=z)2) resp. P(Z <=z)1) oznadena p-hodnota pre
dvojstranny, resp. jednostranny test.

EXCEL nam dalej ponuka dvojvyberovy t-test s rovnost’ou rozptylov, pripadne
dvojvyberovy t-test s nerovnost’ou rozptylov, ktoré sa zvyknu pouzivat' v pripade, ked’
rozsahy vyberovych suborov st malé, ale vhodné su i pre vyberové subory I'ubovol-
nych rozsahov. Uz z nazvu tychto testov je zrejmé, Ze skor, ako sa rozhodneme pre
niektory z nich, je potrebné testovat’ hypotézu o zhode rozptylov. Pre takyto pripad si
z ponuky analytickych nastrojov vyberieme F-test.

Vo vstupnom dialégovom okne F-festu, podobne ako v predchadzajucom teste, vy-
plnime pozadované informacie. Vystupné tabul’ka obsahuje bodové odhady strednych
hodnét a rozptylov oboch suborov, rozsah vyberovych stiborov, stupne volnosti, testo-

vaciu Statistiku £, ale iba kritickt hodnotu F krit(1) a p-hodnotu P(F <=f )(1) Zname-

na to, ze dava informécie len pre jednostranny test. V pripade, ze chceme pouzit’ tento
test pre dvojstranntl alternativnu hypotézu, odporicame zadat hladinu vyznamnosti

a/2 , &im ziskame kriticka hodnotu potrebnu pri rozhodovani v dvojstrannom teste.

Dvojvyberovy t-test s rovnost’ou rozptylov a  Dvojvyberovy t-test s nerovnost’ou
rozptylov si vhodné pre vyberové stibory I'ubovolného rozsahu, ktoré st vybrané z
dvoch nezavislych stiborov s normalnym rozdelenim pravdepodobnosti a s rovnakymi
rozptylmi, resp. roznymi rozptylmi. Vo vstupnom dialégovom okne opét’ zadame adre-
sy buniek oboch vyberovych stiborov, zvolime vystupnu oblast, hypoteticky rozdiel
strednych hodndt a hladinu vyznamnosti. Na vypocet testovacej Statistiky ¢ stat je
v EXCELIi pouzité Studentovo t-rozdelenie pravdepodobnosti. Vo vystupnej tabulke
najdeme podobne ako v predchadzajucom teste bodové odhady strednych hodnét, roz-
sahy vyberovych suborov a navyse pocet stupniov vol'nosti (vo vystupnej tabul’ke ozna-
ceny ako rozdiel), ktory bol pouzity na vypocet kritickej hodnoty ¢ krit(2), resp.
tkrit(1). Symboly P(T'<=t)2) resp. P(T'<=t)1) maju ten isty vyznam ako

v predchadzajucich testoch.
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Parovy t-test na strednui hodnotu volime v pripade, Ze testujeme zavislé, tzv. parové
subory. Vo vstupnom dialégovom okne zadame adresy buniek oboch vyberovych subo-
rov, ktoré musia mat’ v tomto teste rovnaky rozsah, vystupnu oblast’ i hladinu vyz-
namnosti. Vystupna tabul’ka udava bodové odhady strednych hodnét a rozptylov oboch
zéakladnych suborov, rozsah suborov, Pearsonov korelacny koeficient, ktory udava silu
linearnej zavislosti medzi oboma sibormi, Aypoteticky rozdiel, ktory volime s ohladom
na nulovu hypotézu, pocet stupiiov vol'nosti (rozdiel), testovaciu Statistiku ¢ stat, kritic-
ké hodnoty ¢ krit(2), resp. ¢ krit(1), ktoré pouzijeme podla vol'by alternativnej hypotézy
a uz spominané p hodnoty P(T' <=1)2) resp. P(T <=t)1), ktoré udavaji najniziu

hladinu vyznamnosti pre zamietnutie nulovej hypotézy.

Priklad 5.7
Vratme sa k Prikladu 5.4 a k Prikladu 5.5 a rieSme ich pouzitim procedur ponuka-
nych EXCELom.

Zaujima nés teda, ¢i Studenti oboch fakult vojenskej akadémie maja porovna-
teI'nt vstupnua troven z matematiky. Predpokladame, ze oba zvolené vyberové su-
bory st vybrané zo suborov s normalnym rozdelenim, st nezavislé, a tak je vhodné
pouzit’ niektory z dvojvyberovych t-testov. Predtym je vSak potrebné urobit’ F-
test na testovanie zhody rozptylov zakladnych suborov. Na hladine vyznamnosti
a = 0,05 zacneme s testovanim hypotézy

H, :012 = 022 ,
pricom alternativnu hypotézu zvolime v tvare

H, 0] #0].
Vol'bou Nadastroje/Analyza udajov/Dvojvyberovy F-test pre rozptyl ziskame vstup-
né dialogové okno F-festu. Pripominame, Ze naSa alternativna hypotéza je dvoj-
stranna a F-test dava informaciu len o teste jednostrannom. Ak chceme ziskat’ kri-
ticki hodnotu, ktord prislucha dvojstrannej alternativnej hypotéze, do okienka z
nazvom alfa zadame hodnotu 0,025. Po vyplneni pozadovanych informacii zis-

kame na vystupe nasledujicu tabul’ku.
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Tab. 5.6 Dvojvyberovy F-test pre rozptyl

mat. 1.F mat. 2. F

St hodnota 9,35 15,12
Rozptyl 43,24 34,56
Pozorovani 38 50
Rozdil 37 49

F 1,25

P(F<=f) (1) 0,23

F krit (1) 1,82

Ak porovname hodnoty v Tab. 5.6 s vysledkami v Priklade 5.5 vidime, Ze tes-

tovacia Statistika F je v oboch pripadoch 1,25 a hodnota v poslednom riadku ta-

bulky je kvantil F; = F97537.49) = 1,82. VO vystupe uveden¢ho testu na-

~a/2(v.v,)

jdeme vzdy iba jednu z kritickych hodnét, pricom hodnota kvantilu F, /2 bu-

) VI’VZ)
de v poslednom riadku tabul’ky v pripade, ked’ testovacia Statistika F < 1 (staci

zamenit’ poradie suborov). Vzhl'adom na to, Ze testovacia Statistika je mensia ako

kritickd hodnota a urdite vac¢sia ako F
a/2,(vv,)

, prijimame hypotézu Hy, o rovnosti
rozptylov v oboch zakladnych stiboroch. Hodnota, oznacena ako P(F<=f) (1) v
predposlednom riadku Tab. 5.6 udava p-hodnotu jednostranného testu. V pripade
dvojstranného testu je tato hodnota dvojnasobna. Takze i na zaklade p-hodnoty,
ktora je vacsia ako hladina vyznamnosti « = 0,05, prijimame hypotézu o rovnosti
rozptylov v zdkladnom subore.

Na zéklade tohto vysledku, na testovanie hypotézy o zhode priemerov pouZzijeme

Dvojvyberovy t-test s rovnost’ou rozptylov. Budeme teda na hladine vyznamnosti
a = 0,05 testovat’ nulova hypotézu

Hy:py = p,,
ktorou vyslovujeme predpoklad o porovnatel'nej vstupnej tirovni Studentov oboch fakult

z matematiky a alternativnu hypotézu budeme formulovat’ v tvare

Hytpy # 1y
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Vyberom tohto testu z ponuky Analyzy udajov sa opét’ objavi dialégové okno, do
ktorého vkladame pozadované informacie. Na vystupe dostaneme nasledujicu ta-

bulku.

Tab. 5.7 Dvojvyberovy t-test s rovnostou rozptylov

mat. 1.F mat. 2.F
Str. hodnota 9,35 15,12
Rozptyl 43,24 34,56
Pozorovani 38 50
Spolecny rozpty! 38,29
Hyp. rozdil st¥. hodnot 0
Rozdil 86
t stat -4,33
P(T<=y) (1) 1,99E-05
t krit (1) 1,66
P(T<=t) (2) 3,97E-05
t krit (2) 1,99

Vystupna tabul’ka tohto testu obsahuje informacie pre jednostranné i dvojstran-
né testovanie. Vzhl'adom na nasu dvojstrannu alternativnu hypotézu, budu pre nas
zaujimavé udaje oznacené symbolom (2) v poslednych dvoch riadkoch tabulky. V

poslednom riadku je kvantil ¢,_,, , | =7, 4545, ktory je kritickou hodnotou na vy-

medzenie oblasti prijatia Hy. Vidime, ze testovacia Statistika oznacend vo vystup-
nej tabul’ke ako ¢ stat nelezi v oblasti prijatia nulovej hypotézy, ktorou je interval

(— 1,99;1,99). Znamena to, Ze na hladine vyznamnosti & = 0,05 zamietame hypoté-

zu Hy. V predposlednom riadku tabulky je symbolom P(7<=t)(2) oznacena p-
hodnota dvojstranného testu, na zaklade ktorej vieme povedat’, ze nulovl hypotézu
zamietame na kazdej hladine vyznamnosti, ktorad je vacsia ako 3,97E-05. Vel'mi
nizka p-hodnota naznacuje, Ze mame vyznamny doévod na zamietnutie nulovej hy-
potézy.

Nasu ulohu m6zeme vzhl'adom na rozsah vyberovych suborov riesit’ i pouzitim
Dvojvyberového z-testu na strednit hodnotu. Vo vstupnom dialdgovom okne toh-

to testu opit zadame udaje pouzité v predchadzajucom teste, priCom do okienka
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znamy rozptyl vlozime bodové odhady rozptylov zékladnych suborov. Na vystupe

dostaneme nasledujucu tabulku.

Tab. 5.8 Dvojvyberovy z-test na strednt hodnotu

mat. 1.F | mat. 2.F
Str. hodnota 9,35 15,12
Znamy rozpty! 43,23 34,56
Pozorovani 38 50
Hyp. rozdil st¥. hodnot 0
z -4,27
P(Z<=z) (1) 9,92745E-06
z krit (1) 1,64
P(Z<=z) (2) 1,98549E-05
z krit (2) 1,96

Interpretacia hodno6t v tabulke je analogickd ako v predchadzajucom pripade.
Vsimnime si, ze udaje v tabul’ke su totozné s hodnotami vypocitanymi v Priklade

5.4.

Priklad 5.8
Moézeme na hladine vyznamnosti a =0,05 tvrdit, Ze hodnotenie Studentov na
skuske z matematiky v 3. semestri sa vyrazne neliSi od hodnotenia v 2. semestri?

Ako vyberovy subor pouzijeme hodnotenie Studentov 2. fakulty v 2. a v 3. semestri,
ktoré najdeme v subore PRITIMACIE SKUSKY/2.fakulta. Vzhladom na to, Ze vybero-
vé subory su zavislé (parové) pouzijeme dvojvyberovy pdrovy t-test, pricom predpo-
kladame, ze parové rozdiely majii normdlne rozdelenie. Na hladine vyznamnosti
a = 0,05 budeme testovat’ nulovi hypotézu

Hypty = g5 (1, — 15 =0),

ktorou vyslovujeme predpoklad o porovnatelnych vysledkoch na sktiske z matematiky

v 2.1v 3. semestri . Alternativnu hypotézu budeme formulovat’ v tvare

H, oy, # (/Uz_,u3 7&0)'
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Volbou Nadstroje/Analyza udajov/Dvojvyberovy pdrovy t-test na stredni hodnotu a
vlozenim pozadovanych udajov do dialégového okna ziskame na vystupe nasledujicu

tabul’ku.

Tab. 5.9 Dvojvyberovy parovy t-test na strednti hodnotu

mat.(upr) 2 mat.(upr) 3
St hodnota 2,56 2,58
Rozptyl 0,62 0,37
Pozorovani 50,00 50,00
Pears. korelace 0,82
Hyp. rozdil stv. hodnot 0,00
Rozdil 49,00
t stat -0,22
P(T<=t) (1) 0,41
tkrit (1) 1,68
P(T<=t) (2) 0,83
t krit (2) 2,01

Z prvého riadku Tab. 5.9 je zrejmé, ze bodovy odhad priemeru celkového hod-
notenia na skuskach v 1. semestri sa malo 1i$i od priemeru celkového hodnotenia v
3. semestri. O tom, ¢i mézeme na zvolenej hladine vyznamnosti prijat’ nulovu hy-
potézu, v8ak rozhodneme az na zaklade porovnania testovacej Statistiky (7 stat) a
kritickej hodnoty (¢ krit 2). Z tabulky je zrejmé, ze testovacia Statistika, ktorej
hodnota je —0,22 lezi v oblasti prijatia H,, ktorou je interval (— 2,01; 2,01). Sprav-
nost’ rozhodnutia o prijati hypotézy o zhode priemerov nam potvrdzuje i p-hodnota

(P(T<=t) (2)), ktora je vyrazne vacsia ako zvolena hladina vyznamnosti « = 0,05 .
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5.9 Analyza rozptylu (ANOVA)

V pripade, ze chceme porovnavat priemery viacerych zakladnych suborov, je
vhodné pouzit’ aparat analyzy rozptylu ANOVA (ANalysis Of VAriance). Nazov
vyplyva zo skutoCnosti, Ze pri tejto metdde vlastne testujeme vplyv tirovni daného
faktora na variabilitu hodnét analyzovanej premennej. Variabilita hodnét sledova-
ného znaku méze byt vysledkom viacerych pri€in. Zvykneme ich rozdel'ovat na
priciny systematické a nahodné.

Zéakladné subory, ktorych priemery porovnavame, zvacSa vzniknu rozdelenim
jedného zakladného stiboru podla urovni istého faktora. Napriklad, subor Studen-
tov danej Skoly, na ktorom sledujeme tspesnost’ Studentov na prijimacich skus-
kach, mézeme rozdelit’ podl'a faktora, ktorym je prislusnost’ k jednej z fakult sko-
ly. Jednotlivé fakulty st teda tirovne daného faktora. Mézeme overit, ¢i vstupna
uroven Studentov je na jednotlivych fakultach porovnatel'na. V mnohych pripa-
doch je prirodzené ocakavat, Ze hodnota sledovaného znaku zavisi od urovni via-
cerych faktorov. V predchadzajucom priklade by sme napriklad mohli sledovat’ i
vplyv absolvovanej strednej Skoly, pripadne pohlavia na vysledky prijimacich
skusok. V zavislosti od toho, ¢i sledujeme vplyv jedného, alebo viacerych fakto-
rov, hovorime o jednofaktorovej alebo viacfaktorovej analyze rozptylu.
Vzhl'adom na zameranie tejto knizky a rozsah problematiky, budeme sa zaoberat
iba jednofaktorovou analyzou rozptylu. PodrobnejSie o viacfaktorovej analyze sa

mozete docitat’ napr. v [6].

Jednofaktorova analyza rozptylu

Uvazujme vyberové stibory, na ktorych budeme sledovat’ vplyv trovne jedného

faktora na hodnotu sledovaného znaku. Na zvolenej hladine vyznamnosti budeme

testovat’ hypotézy o zhode priemerov v jednotlivych  zdkladnych stboroch,

z ktorych boli uskutoc¢nené nahodné vybery. Nulova hypotéza bude mat’ tvar
Hy:py=p,=...= y, pre k>2 (5.25)

a alternativna hypotéza bude

H, : Aspoil dva priemery sa nerovnaju. (5.26)
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Pre pouzitie metddy analyzy rozptylu je potrebné, aby boli splnené tri zakladné predpo-
klady:
e vsetky porovnavané vyberové subory pochadzaji zo zakladnych suborov
s normalnym rozdelenim,
e vybery st nezavislé,

e rozptyly vSetkych zakladnych suborov sa rovnaji (homoskedasticita).

Predtym, ako budeme aplikovat’ metody analyzy rozptylu, je teda potrebné ove-
rit’ splnenie jednotlivych predpokladov. Na overenie prvého predpokladu pouZzije-
me metddy uvedené v nasledujucej kapitole. V pripade, ze zakladné sibory nema-
ju normalne rozdelenie, je vhodné pouzit’ Kruskalov —Wallisov test, ktory je popi-
sany v kapitole 7. Podmienku nezavislosti ndhodnych vyberov vieme zvicsa lo-
gicky posudit’. Na overenie rovnosti rozptylov zakladnych suborov je mozné pou-
zit’ napr. Bartlettov test homoskedasticit (pozri [6]). Overenie tohto predpokladu
je v8ak vyznamné v pripadoch, ked’ medzi rozsahmi jednotlivych vyberovych si-
borov su vel'ké rozdiely. V takychto pripadoch hovorime o nevyvazenych mode-
loch. V pripade vyvazeného modelu, t.j. ked’ rozsahy vsetkych vyberovych subo-
rov su rovnaké, nesplnenie podmienky homoskedasticity nema vyznamny vplyv na
skreslenie vysledkov testu. Preto je vhodné pouzit’ na testovanie vplyvu urovne
daného faktora vyvazeny model.

Cielom analyzy rozptylu je porovnat’ priemery k (k > 2) zékladnych suborov.
Po uskutoc¢neni vyberu z kazdého zakladného suboru vypocitame pre kazdy z nich

vyberovy priemer

x, =22 (5.27)

a celkovy vyberovy priemer

y=t (5.28)
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pricom x; je j-ta Statisticka jednotka v i-tom vyberovom stibore, n; je rozsah i-
teho vyberového suboru a n =n, +...+ n, . Pre kazda zo skupin vypocitame variabi-

litu hodndt sledovaného znaku vo vnutri skupiny, ktora charakterizujeme vzt'ahom

k n; Y2
SSE = zlzl(xj —x, ). (5.29)
Variabilitu SSE (Sum of Squares for Error) nazyvame vnitrouroviiova variabili-
ta. Nie je sposobena rozdielmi medzi jednotlivymi troviiami, ale iba ndhodnymi
vplyvmi. Variabilitu, ktorad je spdsobena rozdielmi medzi irovinami faktora ozna-
¢ujeme SST (Sum of Squares for Treatment), budeme nazyvat’ medzidroviiova

variabilita, alebo variabilita vysvetlena faktorom a vypocitame ju podl'a vzt'ahu
koo
SST =Y n,(x, - x). (5.30)
i=1

Celkovu variabilitu vyberovych udajov, ktord budeme oznacovat’ SSTotal (Total
Sum of Squares), mdéZeme vyjadrit’ ako stcet vnutrotroviiovej a medzitroviiove;j

variability. Plati totiz vzt'ah

n; s
SSTotal = Zk:Z (x, 1) (c,-x ). (531

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Na urcenie testovacej Statistiky budeme potrebovat’ priemery Stvorcov jednotlivych
odchylok, ktoré dostaneme vydelenim suctu Stvorcov odchylok prislusSnymi stupniami
vol'nosti. Pocet stupfiov vol'nosti pre jednotlivé priemery dostaneme, ak od poctu sci-
tancov odpocitame pocet pouzitych Statistik vypocitanych z vyberovych suborov. Pre
vypocet priemerov Stvorcov vnutrouroviiovych a medzitroviiovych odchylok platia na-

sledujuce vztahy

SSE MST = % (5.32)

n—k -

MSE =

Testovacia Statistika F, ktora definujeme vzt'ahom

_ MST

=—, 5.33
MSE (5:33)
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ma Fisherovo F-rozdelenie s po¢tom stupiiov vol'nosti k-1 a n-k. Pre zvolent hladinu
vyznamnosti & zamietame nulova hypotézu, ak plati

F = Fl—a;k—l,n—k ’
pricom £, je prisluSny kvantil F rozdelenia. V nasledujicej tabul’ke je urobeny

prehl’ad udajov potrebnych k jednofaktorovej analyze rozptylu.

Tab.5.9 ANOVA

Zdroj Sucet Stvorcov Pocet Priemer Stvorcov Testovacia

variability odchylok stupnov odchylok Statistika
vol’nosti

Faktor SST k-1 MST = SST/ k-1

4 - MSE =SSE/ n—k
Nahoda SSE n-k / n F = MST/MSE
Spolu SSTotal n-1
EXCEL

V ponuke EXCELu najdeme niekol’ko procedur na analyzu rozptylu. St to:
ANOVA: jeden faktor

ANOVA: dva faktory bez opakovania

ANOVA: dva faktory s opakovanim

Zameriame sa na prvu proceduru, ktora suvisi s jednofaktorovou analyzou.

Vstupné vyberové udaje vliozime do stipcov vedra seba, pri¢om jednotlivé stip-
ce obsahuju hodnoty analyzovaného znaku pre konkrétnu uroven daného faktora.
Po vyplneni dialégového okna, v ktorom Specifikujeme naSe poziadavky na vstup-
nu oblast’, hladinu vyznamnosti a vystupnua oblast’, dostaneme na vystupe dve ta-
bulky, z ktorych jedna obsahuje vybrané popisné Statistiky a druhé je klasickou ta-

bulkou analyzy rozptylu. Okrem tdajov, ktoré sa nachadzaji v Tab.5.9 obsahuje
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i p-hodnotu pre dany test, na zaklade ktorej, podobne ako v predchadzajucich tes-
toch, vieme rozhodnut’ na akej hladine vyznamnosti m6zeme prijat, resp. uz mu-
sime zamietnut nulova hypotézu. Interpretdciu jednotlivych hodnoét
v spominanych vystupnych tabul’kach procedury ANOVA si ukdZeme na nasledu-

jucom priklade.

Priklad 5.9
Mozeme na hladine vyznamnosti o =0,05 tvrdit, Ze ceny aut rovnakého typu a
rovnakého veku su v troch sledovanych autobazaroch porovnatel'né?

Ako vyberovy subor pouzijeme sibor AUTOBAZAR, v ktorom sa nachadzaju ceny
ojazdenych aut SKODA FELICIA v troch sledovanych autobazaroch. Z kazdého auto-
bazaru ndhodne vyberieme 8 aut (rovnaky rozsah vSetkych vyberovych suborov zabez-
pe¢i vyvazenost modelu), pri ktorych je uvedeny vek 4 roky. Ceny tychto aut

v jednotlivych predajniach st uvedené v nasledujtcej tabul’ke.

Tab. 5.10 Ceny 4-ro¢nych aut nahodne vybranych z troch autobazarov

cenal | cena2 | cena3
148 137,7 129
149 144 135
158 145 145
168 157 154,9
179,9 159 155
180 159 159
189 166 159
190 179 166

Predpokladajme, ze vSetky tri sibory pochadzaju zo suborov s normalnym rozdelenim
(s testami na overenie tohto predpokladu sa zoznamite v nasledujucej kapitole 6).
Nulova hypotéza bude mat tvar

Hy:pty = py =

a alternativna hypotéza bude
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H, : Aspoi dva priemery sa nerovnaju.
Na rieSenie nasej ulohy vyberieme z ponuky Analyza uidajov procedaru ANOVA:
jeden faktor. Po vyplneni dialégového okna, v ktorom $pecifikujeme vstupnu ob-
last’ (je potrebné, aby hodnoty sledovanych znakov boli v troch susednych stip-
coch), hladinu vyznamnosti « = 0,05 a vystupnt oblast’, dostaneme na vystupe na-

sledujucu tabulku.

Tab. 5.9 ANOVA: jeden faktor

Faktor
Vyber Pocet | Soucet | Primeér | Rozptyl
cenal 8 1361,9 170,24 290,22
cena? 8 1246,7 155,84 178,24
cena3 8 1202,9 150,36 165,28
ANOVA
Zdroj variability SS Rozdil MS F Hodnota P| F krit
Mezi vybéry 1686,3 2 843,13 3,991 0,034 3,467
Vsechny vybéry |4436,2 21 211,25
Celkem 6122,5 23

Z prvej tabul’ky (Faktor) ziskame informéacie o rozsahoch jednotlivych stiborov (Po-
cet), celkovy stcet cien automobilov (Stcet), bodové odhady priemernej ceny aut
(Priemer) a rozptyly cien v jednotlivych autobazaroch. Nulovi hypotézu o rovnosti

priemerov zamietame, ak plati

F>F_ o,y = Fhrit.

Z druhej tabul’ky (ANOVA) sa dozvedame, ze na zvolenej hladine vyznamnosti
a =0,05 musime zamietnut nulova hypotézu, pretoze F> F krit. a prijimame
alternativnu hypotézu, t.j. ceny automobilov nie su v sledovanych autobazaroch

porovnatelné. Potvrdzuje to i p-hodnota (0,034), ktord je mensia ako zvolena
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hladina vyznamnosti. Mob6zeme vSak tvrdit, ze v pripade hladiny vyznamnosti

mensej ako p-hodnota, napr. @ = 0,01, nie je dovod zamietnut’ nulova hypotézu.

Priklady na precvic¢enie

5.10

5.11

5.12

5.13

Moézeme na hladine vyznamnosti « = 0,1 tvrdit, ze pocet bodov, ktory na

prijimacich skuskach z fyziky v priemere ziskaju zdujemcovia o Stadium

na vojenskej akadémii je 127

a) Ako vyberovy subor pouzite subor PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta/fyzika, pricom predpokladame, Ze je vybrany zo subo-
ru s normalnym rozdelenim.

b) Na testovanie hypotézy pouzite interval spolahlivosti pre priemer

vypocitany v Priklade 4.6.

Mozeme na zaklade intervalu spolahlivosti pre rozptyl z Prikladu 4.6
tvrdit’, Ze rozptyl priemerného poctu bodov z fyziky, ktory na prijima-
cich skuskach ziskaju zaujemcovia o §tudium na vojenskej akadémii je

457

Moézeme na hladine vyznamnosti « = 0,1 tvrdit, ze podiel absolventov
strednych odbornych §k6l medzi Studentmi vojenskej akadémie je 60%.
Ako vyberovy subor pouzijeme vsetkych Studentov (oboch fakult), ktori
si v danom roku $tudentmi vojenskej akadémie (pouzi stibory PRIJI-
MACIE SKUSKY/I.fakulta/stred. $kola a  PRIJIMACIE SKUS-
KY/2.fakulta/stred. §kola).

Je vstupna troven Studentov z fyziky porovnatel'na na oboch fakultach
vojenskej akadémie? Pouzite vyberové stubory PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta/fyzika a PRIJIMACIE SKUSKY/ 2.fakulta/fyzika, o kto-

rych predpokladame, Zze su vybrané zo suborov s normalnym rozdelenim.
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5.14

5.15

5.16

Urc¢ite p-hodnotu vhodného jednostranného testu a hladiny vyznamnosti

na ktorych prijimame, resp. zamietame nulova hypotézu.

Moézeme na hladine vyznamnosti a =0,01 tvrdit, Ze podiel absolventov
strednych odbornych §k6l S$tudujicich na jednotlivych fakultach vojen-
skej akadémie je porovnatel'ny? Ako vyberové subory pouzijeme subory
PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta/stred.§kola a PRIJIMACIE SKUS-
KY/2.fakulta/stred.skola.

Moézeme na hladine vyznamnosti « = 0,1 tvrdit’, ze priemerné hodnotenie
Studentov na skuSkach v 3. semestri sa vyrazne neliSi od hodnotenia v 2.
semestri? Ako vyberovy subor pouzijeme hodnotenie Studentov 2. fakulty
v 2. a v 3. semestri, ktoré sa nachadza v stibore PRIJIMACIE SKUS-
KY/2.fakulta/priemer.

Mozeme na hladine vyznamnosti « = 0,05 tvrdit, Ze ceny 3-ro¢nych aut
rovnakého typu su v autobazaroch v priemere porovnatel'né? Vyberové
subory vytvorte zo siboru AUTOBAZAR, v ktorom sa nachadzaji ceny
3-roénych aut SKODA FELICIA v troch sledovanych autobazaroch.
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6. VYSETROVANIE NORMALITY ROZDELENIA

6.1 y’- test dobrej zhody

V doterajsich kapitolach o bodovych a intervalovych odhadoch parametrov za-
kladného stiboru, aj o testovani parametrov zakladného stiboru sme predpokladali,
ze rozdelenie pravdepodobnosti v zakladnom subore bolo zname, predpokladali
sme vac§inou normalne rozdelenie. Teraz sa budeme venovat postupom, ktoré
umoznia preverit’ predpoklady o type rozdelenia skimanej nahodnej premennej X.
Vol'ba pouzitého testu je ovplyvnena informaciami o zakladnom stbore, ako i roz-
sahom vyberového stiboru.

Prv, orientant predstavu o rozdeleni si urobime podla histogramu, ktory ziska-
me z dostato¢ne vel'kého vyberového suboru. Nulova hypotéza potom moze vyze-
rat’:

H : Nahodna premenna ma normalne rozdelenie.

Alebo pre iny typ rozdelenia :

H : Nahodna premenna ma rovnomerné (resp. Poissonovo, binomické)

rozdelenie.

Testom, ktoré umoziuju testovat’ hypotézu o type rozdelenia (nemusi to byt’ len
normalne rozdelenie), hovorime testy zhody. Najpouzivanejsi je Pearsonov y>-
test dobrej zhody ( Citaj chi-kvadrat test). Da sa pouzit’ pre spojité i diskrétne roz-
delenia. Myslienka testu je nasledujuca. Nahodny vyber s rozsahom 7 sa roztriedi
do r tried (skupin) aposidi sa miera zhody napozorovanych vysledkov
s vysledkami, ktoré oCakavame, ak by dana nulova hypotéza platila. Porovnavame
tak empirické pocetnosti s teoretickymi pocetnostami. Testovacou Statistikou je
nahodna premenna

p ezl (6.1)
i=1 np;

n - je rozsah vyberového suboru,
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n; - je empirickd pocetnost’ i - tej triedy /, (intervalu),
r- jepocet tried /, (intervalov), i=12,...,r,
p;- je pravdepodobnost’, ze X nadobudne hodnotu z i-tej triedy /; (intervalu), za
predpokladu, ze plati nulova hypotéza,
np, - je teoretickd (o¢akavand) pocetnost’ v i-tej triede I, (intervale).

Nahodna premenna (6.1) ma pre n — oo asymptoticky y° - rozdelenie s (r-s-1)
stupnami vol'nosti, priCom s je pocet parametrov, ktoré je potrebné odhadnut’ po-
mocou vyberovych udajov, aby sme vedeli vypocitat p,. V naSom pripade je
s=2,lebo ya o? musime odhadnut’.

Z tvaru Statistiky je zrejmé, Ze jej vel'ké hodnoty signalizuji nezhodu medzi name-
ranymi a teoretickymi pocetnostami. Preto nulovll hypotézu na zvolenej hladine

vyznamnosti « zamietame, ak je hodnota testovacej Statistiky vicSia ako
100(1 - a)-percentn}'l kvantil )(2 -rozdelenia s (7-s-1) stupnami vol'nosti. Stru¢ne je

tento test zachyteny v Tab. 6.1.

Tab. 6.1 Pearsonov ;{2 - test dobrej zhody

. Pouzité Testovacia Oblast’ za-
Hypotézy . o s e . .
rozdelenie Statistika mietnutia H
H, :Premenn4 ma
2 2
. . . — 2l X > X-
dané rozdelenie. Chi-kvadrat | ,2 _y (n, —np,) I
-1 np;
H, :Premennd nema Pi
df.=r—s-1
dané rozdelenie.

V praxi sa test pouziva pre n>50 atriedy (intervaly) treba zvolit’ tak, aby pre

vSetky i=12,...,r platilo np, >5. Ak to tak nie je, vhodne zli¢ime susedné triedy
tak, aby v kazdej platilo np, > 5. Kazdé zlucenie zniZuje pocet tried, ¢im sa zniZu-

je aj poéet stuptiov volnosti y* - rozdelenia.
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Priklad 6.1

Hracou kockou bolo urobenych 1800 hodov, vysledky st zaznamenané v prvych
dvoch stipcoch tabul’ky 6.2. Zistite, ¢i kocka je homogénna, t.j. &i vietky &isla pa-
daju s rovnakou pravdepodobnostou..

Pocet bodov na kocke je diskrétna nahodna premenna X, ktora nadobuda hodnoty

i=12,..,6. Ak plati nulova hypotéza, t.j. ndhodna premenna X ma diskrétne rov-

nomerné rozdelenie, tak su vSetky hodnoty nadobudané s rovnakou pravdepodob-

nostou p, = p, =...= ps =1/6. Teoretické poCetnosti, vypocitané pomocou tychto

pravdepodobnosti st v tretom stipci Tab. 6.2.

Zvolime hladinu vyznamnosti « =0,05. Hodnota testovacej Statistiky je
77 =0,84665, je to sucet §tvrtého stipca tabul’ky. Tato mala hodnota naznaduje, Ze
nulova hypotéza bude platna. PresnejSie, porovname ju s 95 % - kvantilom
;(5,95;5 =11,07 . Stupne volnosti sme urcili d.f.=35 (pocet skupin je 6, pocet odha-
dovanych parametrov je 0). Pretoze 0,84655<11,07, nemame dovod na zamiet-

nutie nulovej hypotézy.

Tab. 6.2 Empirické a teoretické pocetnosti k Prikladu 6.1

Pocet bodov Empirické Teoretické s
na kocke i pocletnosti 7, | pocetnosti np, (ni —npi) /np,
1 299 300 0,00333
2 295 300 0,08333
3 303 300 0,03000
4 307 300 0,16333
5 289 300 0,40333
6 307 300 0,16333
spolu 1800 1800 0,84665




Statistika s Excelom 149

Pomocou toho istého testu u spojitej nahodnej premennej X chceme overit’, ¢i ma nor-
malne rozdelenie. Preto uréime nulovu a alternativnu hypotézu takto:

H,: Nahodna premenna X ma v zédkladnom stibore normélne rozdelenie.
H,: Nahodna premenna X nemé normalne rozdelenie.

Empirické udaje x,,x,,...,x,roztriedime do 7 disjunktnych intervalov tvaru
(,.a,) a p, =Pla,, <X<a,) =F(a,)-F(a_,), kde F(x)je distribuna funkcia
normalneho rozdelenia, ktoré predpoklada nulova hypotéza, pricom jeho paramet-

re odhadneme. Tym ziskame vSetky tdaje na vypocet hodnoty testovacej Statistiky

(6.1). Dalsi postup je jasny.

EXCEL

V ponuke EXCELu nenajdeme priamo y”-test dobrej zhody, ale pri realizacii

tohto testu je vhodné vyuzit' ponuku réznych Statistickych funkcii a procedar po-
nukanych EXCELom. Mo6zme sa o tom presvedcit’ pri rieSeni nasledujuceho pri-

kladu.

Priklad 6.2

Na stibore AUTOBAZAR pre vietky 3 predajne spolu zistite, ¢i cena aut ma
v zakladnom subore normalne rozdelenie. Zvol'te hladinu vyznamnosti ¢ = 0,01 a
a=0,05.

Na konstrukciu Tab. 6.3 sme pouzili EXCEL. Z popisnej Statistiky sme ziskali
bodovy odhad strednej hodnoty x=159,988 tis. Sk a Standardnej odchylky ceny
auta o =33,027 tis. Sk. Zostrojili sme histogram bez zadania hranic tried, potom

sme $irku a hranice tried upravili tak, aby v kazdej teoretickej triede bolo aspon 5

hodnét. Ziskané udaje st uvedené v Tab. 6.3. Prislusny histogram je na Obr. 6.1.
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Tab. 6.3 Empirické a teoretické poCetnosti k Prikladu 6.2

triedy pocetnosti F(a,- )- F(CIH) =D n.p; (ni —np; )2 / np;
—o0 | 120 7 0,113 11,977 2,068
120 | 142 23 0,180 19,081 0,805
142 | 165 35 0,267 28,335 1,568
165 | 187 25 0,233 24,695 0,004
187 | 210 10 0,142 15,024 1,680
210 | T 6 0,065 6,887 0,114
Hodnota testovacej Statistiky: 6,239
Histogram
40
§ 30
£ 20
']
O 10
0
120 142 165 187 210 Dalsi
triedy
Obr.6.1 Histogram ceny aut siboru AUTOBAZAR
Z tvaru histogramu moéZeme predpokladat, Zze cena aut

v autobazaroch ma normaélne rozdelenie, ¢o potvrdime > -testom.

Pravdepodobnosti p, sme nasli takto:

p, = P(-0 <X <120)=F(120)~ F(~ )= 0,113-0=0,113

p, =P(120 < X <142)= F(142)- F(120)=0,239 - 0,113=0,180

Pe = P(210 < X < +0)=1-F(210)=1-0,935 = 0,065

predavanych
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Na vypocet hodnot distribucnej funkcie sme pouzili EXCEL a funkciu NOR-
MDIST. Stuéet posledného stipca tabul’ky je podla (6.1) hodnota testovacej 3tatis-

tiky x°=6,239. Pomocou funkcie CHIINV ndjdeme kvantily y5o5 =7.815 a
;(02’99 =11,345 pre 3 stupne volnosti (d.f.=6—-2—-1=3). Pretoze hodnota testova-

cej Statistiky z? = 6,239je mensia ako oba prislusné kvantily, na oboch hladinach
vyznamnosti prijimame hypotézu, ze nahodny vyber je znormalneho rozdelenia

s parametrami (zaokrthlene) 4z =160000 Ska o =33000 Sk .

6.2 Shapiroov — Wilkov test normality
Ak nahodny vyber je malého rozsahu n e < 7,30>, neda sa pouzit’ Pearsonov test

dobrej zhody, preto pouzijeme iny, napriklad Shapiroov — Wilkov test normality.

Nulovu a alternativnu hypotézu mézeme sformulovat’ takto :

H,: Nahodny vyber pochadza zo suboru s normalnym rozdelenim.

H,: Nahodny vyber nepochadza zo siboru s normalnym rozdelenim.

Pri aplikacii tohto testu postupujeme tak, Ze hodnoty znaku z ndhodného vyberu

XX, ,...,X, usporiadame do neklesajucej postupnosti x; <x, <x; <..<x,. Hod-

notu x; nazyvame i-ta poriadkova $tatistika.

Testovacou Statistikou v tomto teste je nahodna premenna

5o

M=
Rl

, ak n je parne

ak n je neparne

[ ]
3
Il
—— 3|~
3
NS
(=Y
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e 4" _st koeficienty z tabulky Shapiroovho - Wilkovho testu, ktoré st u-

1

vedené v prilohe ako Tab.1.

Vypocitanit hodnotu testovacej Statistiky w porovname s tabulkovou hodnotou
kvantilu W, (nachadza sa v prilohe ako Tab.2) pre dané » a hladinu vyznamnosti
a =0,01 alebo a =0,05. Hypotézu, ze zakladny subor mé normalne rozdelené
hodnoty sledované¢ho znaku nezamietame, ak plati w>W,_. V pripade, ze w<W,,

nemodzeme rozdelenie znaku v zakladnom subore povazovat’ za normalne.

6.3 D" Agostinov test normality
Tento test je ureny pre vyberovy subor s rozsahom ne<31, 100). Nulova

a alternativna hypotéza st rovnaké ako v predchadzajucom teste:

H,: Nahodny vyber pochadza zo suboru s normélnym rozdelenim.

H,: Nahodny vyber nepochadza zo suboru s normalnym rozdelenim.

Pri aplikécii tohto testu postupujeme tak, Ze hodnoty znaku z ndhodného vyberu
X|,X,,..., X, usporiadame do neklesajicej postupnosti x; <x; <x; <..<x,.
Testovacou Statistikou v tomto teste je ndhodna premenna

- Jn(D -0,2820948) | 63
0,0299860

ktora je definovana pomocou nahodnej premennej D
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n L
—, ak n je parne
[ ] m = 2
n—1 . ,
5 ak n je nepdrne
e pnttl
' 2
Ak pre hodnotu ndhodnej premennej y plati ¥, <y <Y tak nezamietame nulo-
=z 1-

a
2 2

vu hypotézu, Ze ndhodny vyber pochadza zo zakladného siboru s normalnym roz-

delenim. Kvantily Y,a Y _ st tabulkové hodnoty pre dané » a hladinu vyz-
=z 1-=
2 2

namnosti « =0,01alebo a=0,05. Nachadzaju sa v prilohe ako Tab.3.

EXCEL

Podobne ako v predchddzajuicom pripade, spominany test nendjdeme v ponuke

EXCELu. Opit ale odporac¢ame jeho pouzitie pri testovani rozdelenia znaku.

Priklad 6.3
Na teste zo zakladov Specialnej pedagogiky dosiahli 20 posluchac¢i bodové hodno-
tenie uvedené v druhom stipci tabul’ky (maximum bolo 30 bodov). Pomocou Sha-
piroovho -Wilkovho testu zistite, ¢i tento vyberovy subor pochadza zo zakladného
suboru s normalnym rozdelenim. Zvol'te hladinu vyznamnosti = 0,05 .

Priklad vyrieSime s pouzitim EXCELu, ktory pouzijeme len na pohodlné vypo-
Citanie testovacej Statistiky (pozri Tab.6.4).V trefom stipci st body zoradené zo-

stupne, vo Stvrtom vzostupne, z nich je vSak ponechanych len m=20/2 =10 uda-

(20)

jov, v Siestom su hodnoty koeficientov a;”’z tabulky Shapiroovho - Wilkovho

testu pre n=20.
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Priemerny pocet ziskanych bodov je 13,2. Hodnota testovacej Statistiky je

w=0643,324/673,2=0,956. Porovname ju s kvantilom W(a) z tabuliek pre danu
hladinu vyznamnosti, ktory je W(0,0S) =0,905 . Pretoze W(0,05)< w, nulovi hypo-
tézu nezamietame a tvrdime, ze body z kontrolného testu maju v zakladnom subo-

re normalne rozdelenie na danej hladine vyznamnosti.

Tab. 6.4 RieSenie Prikladu 6.3

i Xi X20+1 | Xogis1 = Xi | X a(20) a(20) (Xap.ir1 - X)) | (xi- X)°
1 9 29 3 26 0,4734 12,3084 17,64
2 14 19 6 13 0,3211 4,1743 0,64
3 10 19 6 13 0,2565 3,3345 10,24
4 19 19 8 11 0,2085 2,2935 33,64
5 19 17 9 8 0,1686 1,3488 33,64
6 8 16 10 6 0,1334 0,8004 27,04
7 6 16 10 6 0,1013 0,6078 51,84
8 16 15 10 5 0,0711 0,3555 7,84
9 29 14 11 3 0,0422 0,1266 249,64
10 16 14 13 1 0,014 0,014 7,84
11 17 sudet stipca 25,3638 14,44
12 10 10,24
13 3 104,04
14 19 2. mocnina suctu stipca 643,32235 33,64
15 6 51,84
16 15 3,24
17 14 0,64
18 11 4,84
19 10 10,24
20 13 0,04

sutet stipca 673,2

Priklad 6.4

V Priklade 3.10 sme skumali pocet imrti po traze konskym kopytom na vybero-
vom subore s rozsahom n =200. Pomocou y” -testu overte, ¢ tato nahodna pre-

menna ma Poissonovo rozdelenie.
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Ciastkové vysledky su uvedené v Tab. 6.5. V §tvrtom stipci su uvedené o¢aka-
vané teoretické pocetnosti v jednotlivych triedach, za predpokladu, Ze ndhodna
premenna ma Poissonovo rozdelenie. V poslednych dvoch triedach st tieto pocet-
nosti malé, preto posledné dve triedy pripojime k tretej triede. Dostaneme tak tri
nové triedy, empirické a teoretické pocetnosti v nich st v piatom a Siestom stipci
tabulky. Tieto hodnoty pouzijeme na vypocet hodnoty testovacej Statistiky (po-
sledny stipec).

Tab. 6.5 RieSenie Prikladu 6.4

X; n; pi np; n; np; (ni —np, )2 / np,

0 | 109 | 0543 | 108.6 | 109 108.6 0,001473

1 | 65 | 0331 | 662 65 66.2 0,021752

2 | 22 | 0101 | 202 26 25 0.04

3 3] 0,021 | 42

4 1 | 0003 | o6 |hodnotatestovace] 0,063226
Statistiky

Nahodna premenna (6.1) ma y” - rozdelenie s jednym stupfiom volnosti, ktory je
urceny Cislom »—s—1, v naSom pripade ostali 3 triedy a pri vypocte pravdepo-
dobnosti p; sme pouzili jeden odhadnuty parameter A = 0,61 (Priklad 3.10).
Pomocou funkcie CHIINV najdeme 99%-ny a 95%-ny kvantil x> - rozdelenia
CHIINV(0,01;1) = 6,634891, CHIINV(0,05;1) = 3,841455. Hodnota testovacej
Statistiky je mensSia ako tieto Cisla, preto prijimame na hladinach vyznamnosti 0,01
aj 0,05 nulovu hypotézu, ze pocet mitvych zabitych konskym kopytom ma Piosso-

novo rozdelenie.
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Priklady na precvicenie

6.5

6.6

6.7

6.8

Pomocou D’ Agostinovho testu normality overte, €i cena aut v 1. predajni

vsubore AUTOBAZAR ma normalne rozdelenie. Zvoltea = 0,05 aj
a=0,01.

Pomocou D" Agostinovho testu normality overte, ¢i cena aut v 3. predajni

v sibore AUTOBAZAR ma normalne rozdelenie.

Vhodnym testom overte, ze body z matematiky na 1. fakulte, aj na 2. fakul-
te nachadzajuce sa v sibore PRIJIMACIE SKUSKY pochadzaji zo stibo-

rov s normalnym rozdelenim. Zvol'te & = 0,05 .

Pearsonovym y” - testom na hladine vyznamnostia = 0,05 zistite, ¢i ziska-
né body z matematiky na prijimacich skuskach, ktoré dostanete spoje-
nim stborov 1.fakulta a 2.fakulta do jedného vyberového siboru pocha-

dzaju zo stiboru s normalnym rozdelenim.
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7. NEPARAMETRICKE TESTY

V kapitole 5 sme na testovanie parametrov zakladnych stiborov pouzivali testo-
vacie Statistiky, ktoré vo vécsine pripadov vyzadovali splnenie istého predpokladu
o rozdeleni znaku v zdkladnom subore. V mnohych situaciach tento predpoklad
nie je splneny, vtedy je vhodné pouzit’ tzv. neparametrické testy, ktoré tvoria vel-
mi Sirok® a réznorodu oblast’ §tatistickych testov. Pozornost’ v§ak budeme venovat’
iba niektorym z nich. Testy, ktorymi sa budeme v tejto kapitole zaoberat’, nevyza-
duji normalne rozdelenie sledovaného znaku v zadkladnom stbore, €o je ich hlav-
na prednost’. Tato prednost’ vSak na druhej strane mé za nasledok stratu na sile tes-
tu. Jednu skupinu tychto testov tvoria testy dobrej zhody, s ktorymi sme sa zo-
znamili v predchadzajucej kapitole. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ metdda-

mi na porovnavanie priemerov zakladnych suborov.

7.1 Testy o zhode priemerov dvoch zakladnych suborov
7.1.1 Mannov—Whitneyho U-test

V pripade, Ze¢ nie je splneny predpoklad o normalite rozdelenia znaku
v zakladnych stboroch je Mann—Whitneyov U-test, nazyvany i Wilcoxonov test
sumy poradi (Wilcoxon rank sum test), neparametrickou alternativou k t-testu pre
nezavislé vybery na porovnavanie priemerov dvoch zakladnych suborov. Vyzadu-
jeme iba splnenie predpokladu, aby ndhodné vyberové subory boli nezavislé. Nu-

lovl hypotézu formulujeme v tvare

Hy:py =,
Porovnavanim strednych hodnét (priemerov) zakladnych stiborov overujeme, ¢i
oba vybery pochadzaju z toho istého rozdelenia pravdepodobnosti.
K vypoctu testovacej Statistiky je potrebné, aby vsetky prvky oboch vybero-
vych suborov boli oznacené poradovymi ¢islami od najmensieho po najvécsie. Pri
rovnosti hodn6t znaku priradime priemerné poradové cislo. Oznacenie vyberov

volime tak, aby platilo n, > n,. Stcet poradi hodndt znaku v prvom subore ozna-
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¢ime R; a v druhom R, (na kontrolu spravnosti vypoc¢tu poradia moézeme pouzit

vztah R, +R, =(n1 +n, )(nl +n, +1)/2). Oznaéme

+1 +1
U1=nln2+M—Rl a U2=n1n2+%—R2. (7.1)
Testovacia Statistika pri tomto oznaceni bude mat’ tvar
U=min(U,,U,). (7.2)

Hodnoty kvantilov rozdelenia testovacej Statistiky U, ktoré predstavuju kri-
tické hodnoty pre prijatie, resp. zamietnutie H,, su tabelované a uvedené
v tabul’kovej prilohe. V pripade, Ze testovacia Statistika (7.2) je mensSia ako kritic-
k& hodnota pre zvolenu hladinu vyznamnosti «, zamietame nulovi hypotézu
a prijimame alternativnu hypotézu. Na rozdiel od kritérii pre parametrické testy
musi byt vypocitana testovacia Statistika U menSia ako kritickd hodnota U,
v pripade obojstrannej alternativnej hypotézy a v pripade jednostrannej alternativ-
nej hypotézy mensi ako U,. Suvisi to s tym, Ze na porovnanie pouzivame mensiu
hodnotu z vypocitanych hodnét U, Us.

Ak rozsahy vyberovych suborov su vicsie ako 10, je vhodné pouzit’ aproximaciu
normalnym rozdelenim a testovaciu Statistiku (7.2) nahradit’ nasledujiicou Statis-
tikou

Z:Ul _/’l(Ul)

) 7.3
o)) 73)

nmn,

pricom w(U,) =

+n, +1
je priemer U, a (7(U1)=\/nln2 (nllz n, +1) je Standardna

odchylka U;. V tomto pripade je oblast’ zamietnutia nulovej hypotézy vymedzena pri-

slusnymi kvantilmi normovaného normalneho rozdelenia.

V nasledujucej tabul’ke Tab. 7.1 najdeme oblasti zamietnutia nulovej hypotézy pre
jednotlivé formulacie alternativnej hypotézy v pripade 'ubovolnych rozsahov vybero-

vych stiborov.
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Tab. 7.1 Mannov—Whitneyov U—test (Wilcoxonov test sumy poradi)
Hypotéza | Hypotéza | Predpoklady Testovacia Oblast’
H, H, Statistika zamietnutia
H,
vyberové U =minU,,U,)
stibory st n(n +1 lL.u<U,,
nezavislé, U, =nn, +M_R1 2 u<U
n;, np <10 e
m\n, +1 3.u<U
Lo #p, | n2n, Uzznlnﬁ—z(;)—R2 “=Ya
Hy = Hy 2 o> u 2
- 2 R;, R, —sulet poradi
3o <y
vyberové 7o U, -u(U,)
stbory st o(U,) l. |z| 2 Zgp
nezavislé nn
n;, ny; > 10 wlU,) = 122 2.z22z,,
n, =n, 3.z5-z,,
o(U,) = [t )
12
Priklad. 7.1

Na dvoch vyberovych stboroch, z ktorych jeden pozostaval zo 14 nahodne vybratych

muzov adruhy z 11 ndhodne vybratych zien sa testoval ich postoj k trestu smrti. V

Tab. 7.2 st uveden¢ vysledky tohto testu. M6Zeme na hladine vyznamnosti o = 0,1 tvr-

dit’, Ze medzi postojom muZzov a zien k trestu smrti nie je vyznamny rozdiel?

Tab. 7.2 Postoj muzov a zien k trestu smrti

Muzi |67 72 48 30 92 15 5 87 91 54 66

72 98 97

Zeny |20 40 37 42 51 15 68 35 12 31 85

Riesenie zacneme formulaciou nulovej a alternativnej hypotézy.
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Hy : py =p, (Priemerny pocet bodov v testoch je porovnatelny v pripade muzov
a zien.)
Hy: py, # p, (Priemerny poCet bodov v testoch je v pripade muZov a Zien rozdielny.)

Hodnoty v Tab. 7.2 v pripade muzov i zien usporiadame vzostupne a priradime im po-

radové Cisla.

Tab. 7.3 Vypoctova tabulka

Muzi S 15 30 34 48 66 67 67 72 72 77 91 92 98
Zeny 15 20 31 35 37 40 48 68 71 8 92

MuzZi. 11 05 s 7 115 13 145 145 185 185 20 22 235 25
(poradie)

Zeny )5 4 6 8 9 10 115 16 17 21 235

(poradie)

Stcet poradi pre muzov je ry= 196,5 a pre zeny ry = 128,5. Vypocitame

14.15 11.12

u,, =14.11+ -196,5=62,5 a u, =14.11+

-128,5=915.

Testovacia Statistika ~ u = min(u,,,u,) = 62,5. Kritickd hodnota je v pripade dvoj-
stranného testu pre a =0,05 a dané rozsahy vyberovych suborov rovna 40 (Priloha
Tab. 5). Pretoze u=062,5>40, nemdézeme zamietnut’ hypotézu H, a konstatujeme, ze
postoj muzov a Zien k trestu smrti je na zéklade vysledkov testu porovnatelny.

Vzhl'adom na to, ze oba vyberové subory maju rozsah vacsi ako 10 mézeme na vy-
pocet pouzit testovaciu Statistiku (7.3), ktora ma normované normalne rozdelenie.
Hodnota testovacej Statistiky vzhladom na va¢si rozsah vyberového stiboru muzov
bude mat’ tvar

62,5 1411
=”M_ﬂ(“M): _
o(uy) \/14.11.(14+11+1)

12

-0,79 .
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Kritickd hodnota je z,_,,, =z, ;5 =1,96, Co znamen4, Ze oblast’ prijatia H, je interval
(— 1,96; 1,96). Vzhl'adom na to, Ze testovacia Statistika lezi v tomto intervale, nemame

dovod zamietnut’ hypotézu, zZe postoj muzov a zien k trestu smrti je porovnatelny.

7.1.2 Wilcoxonov test

Wilcoxonov test (Wilcoxon signed-rank test) je vhodné pouzit’ v pripade, ked nie je
splneny predpoklad o normalnom rozdeleni rozdielov znaku v zékladnych stiboroch a
vyberové subory s parové. Je neparametrickou alternativou t-testu pre zavislé (paro-

vé) vyberové stibory. Nulova hypotéza je opat’ formulovana v tvare

Hoy:ipy = p,.
Néahodnym vyberom sme ziskali z dvoch zakladnych suborov dva parové vyberové si-
bory. Pre kazdy par vypocitame rozdiel

D=X -X,.
Absolutnym hodnotam rozdielov D priradime poradové Cisla na zaklade ich vel-
kosti. Pri rovnosti hodndt znaku priradime priemerné poradové ¢islo. Dvojicu, medzi
ktorou je nulovy rozdiel, vyli¢ime z vyberovych stiborov. Testovacia Statistika 7

je definovana
T = min (X (+). X (-), (7.4)

kde Z(+) je sucet poradovych cCisiel, ktoré prisluchaju ku kladnym hodnotam
rozdielov D a Z(—) je sucet poradovych ¢isiel prislachajicich k zapornym hod-

notam  rozdielov ~D. Pre overenie  spravnosti  pouzijeme = vztah
n(n+1)
2(H+20) =5
Kritické hodnoty pre vymedzenie oblasti zamietnutia nulovej hypotézy ur¢ime
ako prislusné kvantily 7y rozdelenia, ktoré su tabelované (Tabulkova priloha,
Tab. 6).
Ak pocet parov pozorovani po vyliceni rovnakych dvojic je dostato¢ne velky

(n>25), pravdepodobnostné rozdelenie Wilcoxonovej testovacej Statistiky Ty sa

priblizuje k normalnemu rozdeleniu a v takomto pripade mdzeme testovaciu Statis-
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tiku (7.4) aproximovat’

rozdelenie. Testovacia Statistika ma tvar

kde u(Ty,) =

chylka 7,,.

n(n+1)

7 = Ly = udy)
or, ’
jepriemer Ty a o(Ty)= w

testovacou Statistikou, ktora ma normované normalne

(7.5)

je Standardna od-

V nasledujucej tabulke najdeme oblasti zamietnutia nulovej hypotézy pre jednotlivé

formulécie alternativnej hypotézy.

Tab. 7.4 Wilcoxonov test (Wilcoxonov znamienkovo-poradovy test)

Hypotéza | Hypotéza | Predpoklady Testovacia Oblast’
H, H, Statistika zamietnutia H,
vyberové T, :mi;{Z(Jr),Z(—)) Lty <T,,
subory Z(+) sacet  po-| 5 ty <T,,
st parové .
rad w=30)
<25 D (=) suget po-
Loy #u, 3y <1,
_ di
Hy = Hy 201 > 1,y radi ty = Z(+)
o <y
vyberové 7 < Ty —u(Ty)
subory o(Ty) 1. |z| 2 Zy_gp
su parové n(n+1
P ﬂ(TW):(T) 2.z>z,,
n>25
D@n+1 —
olfy) = DD gy, =3 (+)
24
3.2z5 -z,
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Ani jeden z uvedenych neparametrickych testov nie je v ponuke EXCELUu. I
napriek tomu je realizdcia tychto testov pouzitim rdéznych funkcii ponukanych

EXCELom nenaroc¢na.

Priklad 7.2

V Tab. 7.5 st vysledky testov logického myslenia ndhodne vybratych Studentov.
V prvom riadku, ozna¢enom Test 1, su vysledky testov, ktoré boli robené v tichom, po-
kojnom prostredi. V druhom riadku, oznacenom Test 2, su vysledky testov tej istej
vzorky Studentov, ale v tomto pripade test robili v hlu¢nom prostredi. M6Zeme na hla-

dine vyznamnosti o = 0,05 tvrdit’, ze hluk ma negativny vplyv na vysledky testov?

Tab. 7.5 Vysledky testov logického myslenia

Test1 |67 |78 |81 |72 |75 |92 |84 |83 |77 |65 |71 |79 |80

Test2 |68 (81 (85 |60 |75 |81 |73 |78 |84 |56 |61 |64 |63

Riesenie za¢neme formulovanim nulovej a v tomto pripade jednostrannej alterna-
tivnej hypotézy.
Hy: p, =up, (Priemerny pocet bodov ziskanych v oboch testoch je porovnatelny.)
Hy : >y, (Priemerny pocet bodov v testoch je v pokojnom prostredi vyssi ako
v hlu¢nom prostredi.)
Pre kazdy par vypocitame rozdiel D =X, — X, a absolutnym hodnotdm rozdielov

priradime poradové Cisla na zaklade ich velkosti. Pri rovnosti hodnot znaku priradi-

me priemerné poradové ¢islo. Pozri nasledujucu tabul’ku.
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Tab. 7.6 Vypoctova tabul’ka

Student | Test 1 Test 2 D |D| Poradie (+) Poradie (-)

1 67 68 -1 1 1
2 78 81 -3 2
3 81 85 -4 4 3
4 72 60 12 12 10
5 75 75 0 0 -
6 92 81 11 11 8,5
7 84 73 11 11 8,5
8 83 78 5 5 4
9 77 84 -7 7 5
10 65 56 9 9 6
11 71 61 10 10 7
12 79 64 15 15 11
13 80 63 17 17 12

sucet 67 11

Ur&ime sudet poradovych &isiel v stipcoch Poradie (+) a Poradie (-).

Pre kontrolu vypoc¢tov mézeme pouzit’ vzt'ah

vacou Statistikou bude pre nés stucet poradi zapornych hodnét , takze ¢t = 11. Testova-

S+ =18="

Vzhl'adom na to, Zze sme volili jednostrannu alternativnu hypotézu gz, > u, , testo-

n+l) 1213

2

78.

ciu Statistiku porovname s kritickou hodnotou 7jys = 17. Vzhladom na to,

ty =11<17 =T, s, zamietame H, ana hladine « =0,05 prijimame hypotézu, ze

hlu¢né prostredie ma negativny vplyv na vysledky testu.
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7.2 Testy o zhode priemerov k zakladnych suborov (k£ > 3)

7.2.1 Kruskalov - Wallisov test

Kruskalov - Wallisov test je neparametrickou alternativou k jednofaktorovej ANOVE.
Je zovSeobecnenim Mannovho - Whitneyho U-testu pre pripad k vyberov, pricom
k > 3. Pouzijeme ho v pripade, ked’ nie su splnené predpoklady o tom, ze vyberové
subory pochadzaju zo stiborov s normalnym rozdelenim.

Majme k dispozicii & (k > 3) nezavislych vyberovych suborov s rozsahmi n;, ...,

n. Zaujima nas, €i vSetky tieto vyberové subory pochadzaju z toho istého rozdelenia.

Pomocou Kruskalovho - Walisovho testu budeme overovat’ rovnost’ priemerov zaklad-

nych suborov. Neur¢ime vSak nim, ktoré zakladné subory sa navzajom liSia. Na tento

ucel je potrebné pouzit’ iné typy testov. Nulovi a alternativnu hypotézu budeme formu-

lovat’ v tvare

Hy: Rozdelenie sledovaného znaku je vo vSetkych zakladnych suboroch rovnaké
(vSetky zakladné siibory maji rovnaké priemery)

H,: Rozdelenie sledovaného znaku nie je vo vSetkych zakladnych suboroch rovnaké
(nie vSetky zakladné subory maju rovnaké priemery)

Postup pri tomto teste je podobny postupu pouzitému v U-teste. VSetkym hodnotam
v jednotlivych vyberovych suboroch zoradenych podla velkosti priradime poradové
¢islo a pre kazdy vyberovy subor ur¢ime sucet poradi Rj, ..., R. OznaCme n =n; + ...

+ ni.. Kruskalovu - Wallisovu testovaciu Statistiku vypocitame podla vztahu

12 &R
K= ——=3(n+1). 7.6
n(n+1); n; ( ) (7.6)

V pripade, ze vyberové subory maju rozsah aspon 5, je vhodné rozdelenie $ta-
tistiky K aproximovat’ * — rozdelenim s k-1 stupiiami volnosti (ak pracujeme so
subormi, ktorych rozsah je mensi ako 5, je mozné pouzit’ tabelované hodnoty K

Statistiky). Kriticka hodnota je potom prislusny kvantil x* — rozdelenia. Hypoté-

zu H, zamietame, ak k> 7. ., .
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Priklad 7.3

Sledujeme aktivitu 3 Ziari¢ov s roznymi radionuklidmi. Zaujima nas, ¢i vsetky tri Ziari-
¢e maju v priemere rovnaku aktivitu. Na testovanie hypotézy o zhode priemerov pouZzi-
jeme tri vyberové subory, ktoré obsahuju hodnoty aktivity v kBq namerané na jednot-
livych ZiariGoch. Namerané hodnoty sa nachadzajii v nasledujicej tabulke. Ulohu bu-

deme riesit’ na hladine vyznamnosti « = 0,05.

Tab. 7.7 Namerana aktivita 3 ziaricov v kBq

meranie 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ziaric 1 2,2 1,5 3,5 32 1,4 2,8 2,4 1,8

Ziari¢ 2 3,1 3,1 2,5 2,8 32 2,8

Ziaric¢ 3 1,6 1,8 2,6 2,8 1,6 3,8 3,5 32 2,4

Riesenie tlohy za¢neme formulovanim nulove;j a alternativnej hypotézy.

H,: Priemerna aktivita ziarenia je rovnaka pre vSetky tri ziarice.

H,: Priemerna aktivita ziarenia nie je rovnaka pre vSetky tri Ziarice.

Na rieSenie naSej ulohy je potrebné zoradit’ vSetky hodnoty v jednotlivych vyberovych
suboroch podl'a velkosti, priradit’ im prislusné poradové ¢islo a pre kazdy vyberovy su-

bor urcit’ sucet poradi. Spominané kroky najdeme zrealizované v nasledujucej tabulke.

Tab. 7.8 Vypoctova tabulka

meranie| Ziaric 1 Ziari¢ 2 Ziari¢ 3 | poradie 1 | poradie 2 | poradie 3

1 1,4 2,5 1,6 1 10 3,5
2 1,5 2,8 1,6 2 13,5 3,5
3 1,8 2,8 1,8 5,5 13,5 5,5
4 2,2 3,1 2.4 7 16,5 8,5
5 2.4 3,1 2,6 8,5 16,5 11
6 2,8 3,2 2,8 13,5 19 13,5
7 3,2 3,2 19 19
8 3,5 3,5 21,5 21,5
9 3,8 23

sucet 78 89 109
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Kruskalovu-Wallisovu testovaciu Statistiku vypocitame dosadenim vypocitanych suc-

tov a rozsahov vyberovych suborov do vztahu (7.6) . Dostaneme

12 &R 12 (782 892 1092
+ +

k= — 3m+1)=
n(n+1); n, ( ) 2324\ 8 6

j -3,24=1,93.
Vzhl'adom na to, ze vSetky tri vyberové sibory maja rozsah vac¢si ako 5, je vhodné roz-
delenie $tatistiky K aproximovat’ % — rozdelenim. Kriticki hodnotu uréime ako 95%
kvantil %* — rozdelenia s 2 stupiiami volnosti. Na jej vypocet mézeme v EXCELI pou-
zit' Statisticklt  funkciu CHIINV(0,05;2) = 5,99. Hypotézu H, zamietame, ak

k> )(f_a; w1 - Ked’Ze vypocitana testovacia Statistika je menSia ako kritickd hodnota, nie

je dovod zamietnut’ nulov hypotézu a na hladine vyznamnosti « = 0,05 mozeme tvr-

dit’, Ze vSetky tri ziariCe maj v priemere rovnaku aktivitu.

7.2.2 Friedmanov test

V pripade, Ze chceme porovnat’ niekol’ko zakladnych stiborov u ktorych nemozno pred-

pokladat’ norméalne rozdelenie, na zaklade zavislych (parovych) vyberovych stborov je

vhodné pouzit' Friedmanov test. Podobne ako vSetky metédy uvedené v tejto Casti

i tento test je zalozeny na poradiach. V podstate sa jedna o Wilcoxonov test rozsireny

na viac ako dva stbory.

Budeme testovat’ nasledujtice hypotézy.

Hy: Rozdelenie sledovaného znaku je vo vSetkych zakladnych suboroch s rovnaké
(vSetky zékladné sibory maji rovnaké priemery).

H,: Rozdelenie sledovaného znaku nie je vo vSetkych zakladnych suboroch st rovna-

ké (nie vSetky zakladné stibory maji rovnaké priemery).

Udaje je vhodné usporiadat’ do tabul’ky, v ktorej stipce predstavuju jednotlivé subory
(jednotlivé urovne faktora) a riadky hodnoty sledovaného znaku pre jednotlivé tirovne
faktora pre konkrétnu Statistickl jednotku. Hodnote sledovaného znaku v pripade kaz-
dej z n Statistickych jednotiek (kazdého riadku) priradime poradie, t.j. ¢islo od 1 po £.

Potom vypoditame sucet poradi R,,..., R, pre kazdy subor (stipec). Je prirodzené oca-
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kavat’, ze v pripade platnosti nulovej hypotézy by mali byt hodnoty R;,..., R; priblizne

rovnaké. Na testovanie pouzijeme Friedmanovu testovaciu Statistiku

R VR e
Q—m;& 3n(k +1). (7.7)

Uvedena Statistika ma so vzrastajucim rozsahom (pre k=3, n>10, k=4, n>5)
priblizne y*— rozdelenie s k-1 stupiiami vol'nosti. Kritické hodnoty uréime ako prislus-
né kvantily y”— rozdelenia. Hypotézu H, zamietame, ak O > ;(127&; 1 - Pre mensie roz-

sahy je mozné pouzit’ tabelované hodnoty Q Statistiky, ktoré v§ak nie st obsahom tej-

to ucéebnice.

Priklad 7.4

Moézeme prijat’ hypotézu, ze rozdelenie znaku, ktorym su Studijné vysledky Stu-
dentov v jednotlivych semestroch, je rovnaké vo vSetkych zakladnych suboroch?
V nasledujtcej tabul’ke st priemerné znamky 12 nahodne vybratych Studentov v
troch po sebe nasledujtcich semestroch. Hypotézu budeme testovat’ na hladine

vyznamnosti « =0,1.

Tab. 7.9 Priemerné znamky Studentov v dvoch semestroch

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

priemer 1 2 14 16 1,8 18 1,9 20 21 21 25 25 29

priemer2 | 18 18 20 20 20 22 22 25 25 25 22 28

priemer3 | 14 12 20 21 16 1,6 1,8 22 22 23 23 24

Nulovu a alternativnu hypotézu budeme formulovat v tvare

Hy: Rozdelenie sledovaného znaku je vo vSetkych zakladnych stiboroch rovnaké
(v8etky zakladné subory maju rovnaké priemery).

H,: Rozdelenie sledovaného znaku nie je vo vSetkych zakladnych suboroch rovnaké

(nie vSetky zakladné sibory maju rovnaké priemery).
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V nasledujicej tabul’ke sme tidaje usporiadali do stipcov, ktoré predstavuju konkrét-
ne vyberové subory, t.j. priemerné hodnotenie kazdého z 12 Studentov v 3 semestroch.
Kazdej hodnote sledovaného znaku v pripade kazdej z 12 Statistickych jednotiek pri-
radime poradie, t.j. ¢islo od 1 po 3. V pripade rovnosti znaku priradime priemerné po-

radové Cislo.

Tab. 7.10 Vypoctova tabul’ka

Student | priemer 1 | priemer 2 | priemer 3 | poradie 1 |poradie 2|poradie 3

1 1,2 1,8 1,4 1 3 2
2 1,4 1,8 1,2 2 3 1
3 1,6 2,0 2 1 2,5 2,5
4 1,8 2,0 2,1 1 2 3
5 1,8 2,0 1,6 2 3 1
6 1,9 2,2 1,6 2 3 1
7 2,0 2,2 1,8 2 3 1
8 2,1 2,5 2,2 1 3 2
9 2,1 2,5 2,2 1 3 2
10 2,5 2,5 2,3 2,5 2,5 1
11 2,5 2,2 2,3 3 1 2
12 2,9 2,8 2,4 3 2 1

sudet 21,5 31 19,5

Potom vypocitame stcet poradi R, R,a R; pre kazdy subor (stipec), ktoré st
R, =215, R, =31, R, =19,5. Tieto hodnoty spolu s rozsahom »n = 12 dosadime
do vztahu (7.7) a dostaneme

q= sz‘lze? —3n(k+1)= L(m,sz +312+19,5%)-3.12.4 =6.29.
nk(k+1)<" 12.3.4

Kritickl hodnotu uré¢ime ako kvantil ;(f_a;k_l = Yoo =3,99. Hypotézu H, zamieta-
me, ak vypocitana testovacia Statistika je vdcsia ako kriticka hodnota, ¢o je v naSom
pripade splnené. Znamena to teda, ze prijimame alternativnu hypotézu, t.j. priemerné

hodnotenie Studentov v jednotlivych semestroch nie je rovnaké. pricom chyba, ktorej

sa dopustame je 1%.
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Priklady na precvicenie

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Su vyrazné rozdiely vo vysledkoch psychodiagnostického vySetrenie absol-
ventov gymnazii a absolventov strednych odbornych udilisk, ktori maju
zaujem o Studium na vojenskej akadémii? Ako vyberové subory pouzite
absolventov gymnazii a strednych odbornych ucilisk, ktori robili prijima-
cie sktgky na 1. fakultu. Pouzite subor PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta/psych. Hypotézu testujte na hladine vyznamnosti a =0,1.

Moézeme na hladine vyznamnosti « = 0,05 tvrdit, Ze hodnotenia absolven-
tov gymnazii je z matematiky v 3. semestri horSie ako v 2. semestri? Vy-

berové stibory vytvorte z absolventov gymnazii zo siiborov PRIJIMACIE

SKUSKY/2.fakulta/ mat.2 (upr) a PRIIMACIE SKUSKY/2.fakulta/ mat.3
(upr).

Pouzitim vhodného neparametrického testu rieste Priklad 5.9 z predchadza-

jucej kapitoly na hladine vyznamnosti « =0,01.

Testujte na hladine vyznamnosti o =0, ¢i pouzitie r6zneho typu konzer-

vacného pripravku ma vplyv na trvanlivost’ potravinarskeho vyrobku.

vyrobok| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

pripr. 1/35 50 40 80 55 12,5 5,5 10,5 13,0 5,5 15,0 3,5 12,5 5,5

pripr.2 133 35 30 80 4,0 12,0 55 11,0 13,5 4,0 14,0 3,0 12,0 5,5

pripr.3 135 55 35 95 45 13,0 6,0 12,0 13,0 4,5 14,5 3,0 12,5 6,0
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8. SKUMANIE ZAVISLOSTI DVOCH
KVANTITATIVNYCH ZNAKOV

8.1 Statisticka zavislost’
Daélezita tloha vsetkych technickych, ekonomickych i socidlnych oborov je hl'adat’
a skamat’ zavislost medzi premennymi. Doteraz sme pracovali s funkénymi
vztahmi, kde zavisla premenna y je jednoznacne urcena funkciou y = f (x) alebo
Y= f(xl’x2""7xn )
Casto viak, v dosledku posobenia nahodnych faktorov, alebo nezohladiiovania
nejakého faktora, ¢i v dosledku nepresnosti merania ma zavisle premenna Y a jej
pozorované hodnoty y,,»,,...,», povahu ndhodnej veli¢iny, ktord ma isté rozde-
lenie pravdepodobnosti. Takato zavislost’ sa vola stochasticka (Statistickd) zavis-
lost’. Nezavislé premenné moézu byt nendhodné (fixné) alebo tiez ndhodné velici-
ny. V tejto Casti sa budeme zaoberat' jednoduchou (parovou) regresiou, kde
uvazujeme len jednu nezavisla premennt X s hodnotami x,,x,,...,x,.

Uvazujme zavislost’ ceny ojazdené¢ho auta v autobazare od veku auta. Zisti-
me, ze autd s rovnakym vekom maja r6znu cenu. Preto cenu napriklad Stvorroc-
né¢ho auta povazujeme za ndhodnu premennu, jej rozdelenie sa vold podmiene-
né rozdelenie. Kedy teda povazujeme nahodné veliCiny za Statisticky zavislé?
Rozdelenie pocetnosti jednej veliCiny Y (kvantitativneho znaku), ktoré zodpove-
da istej, konkrétnej hodnote druhej veli¢iny X (kvantitativneho znaku) sa vola
podmienené rozdelenie pocetnosti. Ak pri zmenach hodnét jedného znaku do-
chadza ku zmenam podmieneného rozdelenia pocetnosti druhého znaku, pova-
zujeme znaky za Statisticky zavislé. A naopak, ak pri zmenach jedného znaku sa
nemeni rozdelenie druhého znaku, povazujeme ich za nezavislé. O Statisticke]
zavislosti mozno hovorit’ aj u kvalitativnych znakov.

Elementarny sposob grafického znazornenia zavislosti dvoch kvantitativnych

znakov je bodovy diagram. Zo znazornenia bodov (xl, yl),(xz, yz),...,(xn, y,)
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v rovine, kde (xi’ Y )sﬁ konkrétne hodnoty premennych X ,Y namerané na i-tej Sta-

tistickej jednotke, mozno zistit’ charakteristické rysy zavislosti. Obr. 8.1A ukazu-
je, ze s narastajucimi hodnotami premennej X rastu aj hodnoty premennej Y a na-
vySe, Ze sa tento rast postupne spomaluje. Schematicky zndzornuje tito tendenciu
krivka prelozend medzi bodmi. Volame ju regresna krivka. Na Obr.8.1B
s narastajucim X rasta aj hodnoty Y, ale rast sa postupne zrychl'uje. Zavislosti zna-

zornené na obrazkoch maju teda rézny priebeh.

3
=0 5] r=0
41 . . .
* o° o°
3 ° . °
2 ° e %o °
e o .. °
14 . . (]
. . . . 0 e o . ’ .
E -1 05 0 05 1 1,5 F 1 2 3

Obr. 8.1 Rodzne druhy zavislosti
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Obrazky sa lisia eSte z iného hl'adiska. Na Obr.8.1B su jednotlivé body rozptylené
okolo regresnej krivky ovel'a viac ako na Obr.8.1A. Medzi X a Y na Obr.8.1B je
volnejsia zavislost’ ako na Obr.8.1A. Obe zavislosti sa lisia silou zavislosti.

Pri skimani zavislosti teda treba riesit’ dve tilohy, ktoré spolu uzko stvisia:

e Posudit’ tesnost’ zavislosti pomocou nejakej charakteristiky, ktora popisuje do
akej miery premenna X vysvetl'uje variabilitu premennej Y (korelac¢na analy-
za).

e Charakterizovat’ priebeh tejto zavislosti, to znamend, odhadnut’ funkény vztah,
podl’a ktorého sa meni zavisla premenna pri zmenach nezavisle premennej (re-

gresna analyza).

Podla toho, kol'ko nezavislych premennych berieme do tvahy pri rieseni tychto

uloh, hovorime

e 0 jednoduchej (parovej) korelacii a regresii, ak pracujeme len s jednou nezavis-
lou premennou,

e 0 viacnasobnej (mnohonasobnej ) korelacii a regresii, ak je poCet nezavislych

premennych vacsi ako jeden.

Pouzitie viacnasobnej regresie sice vedie k presnejSim odhadom, ale velky pocet
premennych stazuje analyzu ulohy i interpretaciu vysledkov. Preto v modeli treba uva-
zovat len tie premenné, ktoré maji zasadny vplyv na zavislii premennt.

V celej tejto kapitole ide len o zistovanie matematickych suvislosti, ktoré nemézeme
zamienat’ za vzt'ah pri¢iny a nasledku, lebo ani vysoky stupei Statistickej zavislosti ne-
hovori ni¢ o pric¢innej suvislosti javov. Va¢Sinou tito zdanliva savislost’ spdsobuje treti
faktor, na ktorom sl oba povodné javy zavislé. Pri zlej interpreticii mozeme dostat
komické tvrdenia. Napriklad zisteny vztah medzi nizkou augustovou spotrebou plynu
v kotolniach a vysokym predajom opalovacich krémov ovplyviuje treti faktor - poca-

sie.
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8.2 Korela¢na analyza

Vztah medzi X, Y méZe mat’ rdznu intenzitu, od uplnej nezavislosti az po uplni
funkéna zavislost’. Stupen Statistickej zavislosti sa da popisat’ réznymi mierami,
my sa budeme venovat’ len kovariancii a korelaénému koeficientu premennych
X, Y. Obe charakteristiky st miery linedrnej zavislosti premennych X, Y. Kova-

riancia medzi X, Y vo vyberovom subore s rozsahom # je ¢islo

Cov Xy =%Z(xi—; Xy,. —;) (8.1)

-1
Vzt'ah sa da upravit’ na jednoduchsi tvar
12 - - -\ _ 1 x y xy
cov xy =;Z(x,~y,~ Xy xytay )= PRI N IR

i=1

— Xy —x ). (8.2)

Vlastnosti kovariancie:

e covxy moze nadobudnut’ 'ubovolnu realnu hodnotu.

® COVX)=COVYX.

e Ak covxy >0, premenné X, Y su priamo linearne zavislé (Obr. 8.1C ).

e Ak covxy <0, premenné X, Y st nepriamo linearne zavislé (Obr. 8.1D).

e Ak X Y st nezavislé, potom covxy =0 (Obr. 8.1F ).

o Kovariancia je mierou linearnej zavislosti, nehovori ni¢ o inych typoch zavis-
losti. To, ze covxy =0 (hovorime aj, Ze X, Y st nekorelované) eSte nezname-
na, ze X, Y st nezavislé. Aj v pripade nulovej kovariancie m6zu byt znaky ne-
linearne funkéne zavislé (Obr. 8.1E).

e Nevyhodou kovariancie je, Ze jej hodnoty s zavislé na mierke, v ktorej su vy-
jadrené X ,Y. Preto vznikla veli¢ina, ktora tento nedostatok nema, a to korelac-

ny koeficient.
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Korela¢ny koeficient je v zdkladnom stibore oznaCovany P, , a definovany

_ covxy

Psx,y , (8.3)

0,.0,

Ak pouzijeme namiesto zakladného stiboru vyberovy subor a kovarianciu vybero-

vého suboru a Standardné odchylky vyberového stiboru
1 —\ 1 —\2
Sy = ;Z(xi —X) a 5, = ;Z(y,» —y) :

dostaneme bodovy odhad (ale skresleny) korelacného koeficientu, ktory sa vola

vyberovy korela¢ny koeficient r, ,:

- Z(x,-—;)(y,»—;)

BN ST e O Ty

(8.4)

Vlastnosti korela¢ného koeficientu:

* r,=r,, ,pretosapouziva stru¢né oznacenie len 7 (alebo len P).

o Ak, > 0, premenné X, Y su priamo linearne zavislé (Obr. 8.1C).

e Ak, < 0, premenné X, Y st nepriamo linearne zavislé (Obr. 8.1D).

e Korelacny koeficient je mierou sily linearnej zavislosti, nehovori ni¢ o inych
typoch zavislosti. V pripade nulového korelacného koeficientu znaky st line-
arne nezavislé, mozu byt ale az nelinearne funkcne zavislé, Co ilustruje Obr.
8.1E.

e Ked medzi premennymi X, Y je funk¢ny linearny vztah ¥ =B, + B|.X

(B, #0), potom r,, =1 pre B, >0, (r,, =—lpre B, <0).

e Interpretacia konkrétnej hodnoty korelacného koeficientu zavisi od povahy ex-

perimentalnych udajov a od rozsahu vyberového suboru. Absolutna hodnota



176 Statistika s Excelom

korelacného koeficientu blizka jednotke znamena silnt zavislost’, blizka nule
slabu zavislost'.

e Hodnota korela¢ného koeficientu je nezavisla na mernych jednotkach.

Ak je vyberovy korelacny koeficient blizky nule, chceme overit, ¢i je nenulo-
vy len v désledku nahodného vyberu. Uvedieme len jeden z mnohych testov pre

testovanie korela¢ného koeficientu.
T-test linearnej nezavislosti premennych X, ¥ overuje platnost H,: p=0
oproti alternativnej hypotéze H,: p#0.
Ekvivalentne mozno formulovat’ test takto:
H : Znaky su linedrne nezavislé.

H,: Znaky su linedrne zavislé.

Tab. 8.1 T-test linearnej nezavislosti

] Pouzité Testovacia Oblast’
Hypotézy rozdelenie Statistika zamietnutia H,
H(): p:0 n—2 |t|>t1_a/2’
Studentovo T=r >
Hy: p#0 1-r d.f.=n-2

Priklad 8.1

V subore Autobazar su udaje o veku a cenach aut z 3 predajni autobazaru. Zna-
zornite bodovym diagramom zavislost’ ceny od veku. VysSetrite pomocou korelac-
ného koeficientu a kovariancie zavislost’ ceny auta od veku, pouzite udaje zo vset-

kych 3 predajni. Na hladine spolahlivosti a =0,05 otestujte nulovi hypotézu

H,: p=0,oproti alternativnej hypotéze H,: p #0.
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EXCEL

Pouzitie EXCELu pri rieSeni korela¢nej ulohy budeme ilustrovat’ na rieseni Prikla-
du 8.1.

Po vol'be Viozit’ graf/ Zavislost’ vytvorime bodovy diagram (Obr. 8.2). Z grafu
vidiet, Ze s narastajicim vekom mierne klesd cena aut. Po volbe Nastro-
je/Analyza udajov/Koreldacia a zadani udajov sa objavi vystupna korelaéna mati-

ca. Na jej uhlopriecke st r,, =1 a r,, =1, aokrem toho vyberovy korela¢ny ko-
eficient r , =-0,6748, Co predstavuje nepriamu miernu linearnu zavislost, t.j.

s narastajucim vekom klesa cena auta.

350 -
3001 ¢
250 -
2004
150 -
100 -

50 -

cena

L. X X g
L
o ANNNS &
ANDN

vek

Obr. 8.2 Bodovy graf zavislosti ceny aut od veku

Po volbe Ndstroje/Analyza udajov/Kovariancia ako vystup dostaneme kova-

.y, . . . .y B 1 —\2
rianénu maticu, na jej uhlopriecke su hodnoty s f =—> (xi - x) a
n =

M=

s =l (yl. —;)2 a covxy=-25,044. Rovnaké vysledky sa daju ziskat' aj postu-
n

i=1

pom Prilepit’ funkciu/Statisticke/ CORREL (COVAR).
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Tab. 8.2 Korela¢na matica Tab. 8.3 Kovarianéna matica
cena vek cena vek
cena 1 cena | 1080,48391
vek | -0,67487 1 vek -25,044 1,27456

Na zaver testujme hypotézu H,: p =0 oproti alternativnej hypotéze H, : p # 0.

Hodnota testovacej Statistiky je ¢ =-0,67487 \/L = —9,3265. Porov-

1-(-0,67487)
name ju skvantilom 745,04 = 1,983035 Studentovho rozdelenia. Plati

-9,3265< —1,9830, preto zamietame nulovi hypotézu a tvrdime, ze na hladine
vyznamnosti « =0,05 je p#0, alebo Ze linearna zavislost’ znakov je Statisticky

vyznamna.

8.3 Regresna analyza

Jednoducha (parova) linearna regresia

Ulohou regresnej analyzy pri skimani $tatistickej zavislosti Y na X je najst’ vhodny ma-
tematicky model (funkciu), v ktorom je vyjadrena predstava o tejto zavislosti. Ak by sa
nam podarilo odstranit’ spolupésobenie vedlajsich vplyvov na vztah medzi X a Y, lezali

by vsetky body (x,. , yi) na krivke s rovnicou y = n(x), ¢o je deterministicky model. Na
premennt Y vSak vplyvaji okrem X aj iné faktory, preto body (xl. , yi) neleZia na krivke,
ale kolisu okolo nej. To sa snazime zachytit’ aj v matematickom modeli. Preto kazdu
hodnotu zévisle premennej Y rozlozime na dve zlozky, na deterministicki a nahodni,
tJ.

Vi =77(x,.)+ &, i=12,..,n
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Funkcia 7= n(x) sa vola regresna funkcia. Mobze to byt napr. priamka
y=B, + B,x, parabola y = B, + B,x + B,x” a iné zname funkcie. N43§ model, kto-
ry zachytava linearnu zavislost’ X, Y bude linearna funkcia — regresna priam-
ka. Linearny vztah medzi Y a X v zakladnom subore mozno vyjadrit modelom
y,=By+Bx, +¢& i=12,.. (8.5)
kde y, —i-ta hodnota premennej Y v zdkladnom stbore,
B, —priese¢nik osi y s regresnou priamkou,
B, —regresny koeficient v zakladnom subore, ktory udava o kolko sa
zmeni y, ak sa x zmeni o jednu jednotku (je to smernica regresnej
priamky),
X, — i-ta hodnota premennej X v zakladnom subore,
&; —i-ta nahodna chyba premenne;j Y.

Cast B, +B,x, =7, je deterministicka ¢ast modelu, volame ju regresna
funkcia. Je to nam nedostupnd teoretickd priamka - regresna priamka
v zékladnom subore, okolo ktorej koliSu skuto¢né hodnoty Y pre dané hodnoty X.
Pretoze k dispozicii mame len vyberovy subor s rozsahom n, prelozime bodmi
vyberového suboru vyrovnavajucu regresnu priamku, ktort mézeme povazo-
vat’ za bodovy odhad regresnej priamky v zakladnom subore. Oznadime ju vzta-
hom

Y, =b,+bx,,i=12,..,n (8.6)
kde 7y, - ofakavana (vyrovnana) hodnota premennej ¥ pre danii hodnotu pre
mennej X,

i-ta hodnota premennej X,

=
1

by - bodovy odhad koeficientu B,,,

Sy
1

bodovy odhad koeficientu B,, vola sa vyberovy regresny koeficient.
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Na vypocet neznamych koeficientov bya b, v rovnici vyrovnavajicej regresne;

priamky sa pouziva metéda najmenSich S$tvorcov. Oznacme rozdiely (chyby)

medzi nameranymi hodnotami y, a medzi vyrovnanymi hodnotami Y, t.]
¥, =y, = e, ako rezidua (rezidualne odchylky). Su to bodové odhady nahodnych
chyb ¢, regresného modelu. ,, NajlepSie prelozena™ priamka medzi bodmi

(xl., Vi ) je ta, ktora minimalizuje sucet Stvorcov rezidudlnych odchylok

ieﬁ =2 i=5). (8.7)

To je podstata metédy najmensich Stvorcov. Pri hl'adani koeficientov bya b, vy-

uzijeme skutocnost, Ze hl'adame minimum funkcie dvoch premennych

1(by,b,) Ze => =5V =D [~y +bx)] . (8.8)

Vieme, Ze extrém funkcie tohto typu modze existovat’ len v staciondrnom bode

funkcie, t.j. musi platit’

i—o a i:o.

ob, ob,
Teda

S =2y, ~b, ~b, x,) =0 (8.9)
32y, by b, x, )= x,) =0 (8.10)

Po uprave rovnice (8.9) dostaneme

Z)’i _blzxi =byn
Vi X; -
bo = zn _bl zn = Jy-

odtial’

Upravou rovnice (8.10) dostaneme

inyi _bozxi :blzxiz
inyz' _(;_bl;)zxi :blzxiz
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inyi _;in :bl(zxiz _;in)-

Po vynésobeni poslednej rovnice vyrazom 1/n a uprave

- . —x.y s
Zx,y,_x.y:b{ix, _(x)z} L. WXy _covw Sy
n n

s
b =r-2 (8.11)
SX
by=y—bx (8.12)
Vyrovnavajlca regresnd priamka ma rovnicu y = b, + b x
- s
y=(y-xr )+[rs—x}c
s, s,
. ~ - Sy -
¢o po uprave je y—y:r—(x—x ) (8.13)
Sx
?—y:bl(x—x) (8.14)

Nebudeme sa zdrziavat’ dokazom, Ze v tomto stacionarnom bode ma funkcia sku-

tone lokalne minimum. Teoretickl regresnii priamku sme odhadli priamkou

¥ =b, + b,x, ktort povazujeme za bodovy odhad neznamej regresnej priamky .

Poznamka 8.1

Na konstrukciu koeficientov b, a b, nemodzeme pouzit’ len sucet chyb e;, lebo

n
vzdy plati Y e; =0, aj pre zle zvolenu regresnt priamku. VSimnime si este dve

i-1
vlastnosti regresnej priamky. Regresna priamka prechiddza bodom ()_c,;)

aregresny koeficient ma vzdy rovnaké znamienko ako korelacny koeficient.
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8. 4 Skumanie Statistickej vyznamnosti modelu

Po najdeni rovnice regresnej priamky treba overit,, ¢i tento model je ,.kvalitny*, ¢i dob-
re vystihuje zavislost’ medzi X, Y. Pri rieSeni regresnej Glohy prichadza Casto do tivahy
viacero typov regresnych funkcii (kvadratickd, logaritmickd), preto sa skima, ktora
z tychto funkcii ,,lepSie prilieha* vyberovym tdajom. To sa da merat’ réznymi charakte-
ristikami: rezidualny sicet Stvorcov, rezidualny rozptyl, Standardna odchylka rezi-

dui, koeficient determinacie alebo preverit’ roznymi testami.

Yi—)Y

Obr. 8.3 Rozklad celkovej variability premennej Y

Na Obr. 8.3 jejasny vztah:

bi=3) = Gi=3) + 67, (8.15)
t.j. odchylka od celkového priemeru = odchylka vysvetlena regresiou + odchylka

nevysvetlena regresiou ( rezidualna). Prekvapivo plati aj

-\ - -\ -
Sl -3 =23 -f +2 00 -5 (8.16)

SSY = SSR + SSE (8.17)

SSY - je celkova variabilita premennej Y (celkovy sucet Stvorcov, sum of squares

total),
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SSR - je variabilita vysvetlena regresnym modelom (sum of squares due to re-
gression),

SSE - je variabilita nevysvetlena regresnym modelom, reziduilny sucet Stvor-
cov (sum of squares due to error).

Dokazeme vlastnost’ (8.16). Po umocneni vyrazu (8.15) a scitani pre vSetky

i=12,...,n dostaneme

>, —y)2=lZ(i« —;)2+§(y,» -5) +2;(i- 3 )y-5).
Hodnota posledného sc¢itanca je nula, lebo
Y= =y X3 =5 ) =2 (v —by = bix, by +byx;) =y X (v, =By —byx,)
=by Y. (v =by = byx,) + 5, (v, =y = by, J(x, )=y X (v =by —byx,)=0.

pricom sme pouzili vzt'ahy (8.9) a (8.10), t.j. parciadlne derivacie

T _ga T .
ob, ob,

Porovnanie zloziek SSY,SSR,SSE je jedna mozZnost, ako posudit’ Statisticku

vyznamnost’ modelu ako celku:

»> Pri funk¢nej zavislosti je SSE = 0, SSY = SSR, lebo vsetky body y; leZia na
vyrovnavajucej priamke.

» Prinezavislosti je SSR = 0, SSY = SSE, lebo vyrovnavajuca priamka je rovno-
bezna s osou x a prechddza napriklad bodom (x1 ,y ) .

» Zavislost X, Y je tym silnejSia, ¢im je vac¢si podiel variability SSR na celkovej
variabilite SSY. Sila tejto linearnej zavislosti sa meria vyberovym koeficien-

tom determinacie, ktory je definovany

,»  SSR )
ro=——;, r-e(0,1) . 8.18
SSY < > ( )

. , . . , SSR . . ,
Linearny vztah medzi X, Y je tak vysvetleny na E.IOO %, preto je z viacerych

modelov ,.kvalitnejs$i“ model s vys$Sim koeficientom determinacie. Vyberovy ko-

eficient determinacie 7~ je bodovym odhadom koeficientu determinicie p° v



184 Statistika s Excelom

zakladnom subore, ale skreslenym. Neskresleny odhad dava korigovany koefi-

cient determinacie

razdjzl—(l—rz)z:;. (8.19)

Koeficient determinacie r* :SS—R 8.18) je druhd mocnina korelacného koefi-
SSY

cientu 7 (8.4), ktory bol definovany v Casti 8.2. Dokazeme toto tvrdenie. Vyuzije-
me rovnicu vyrovnavajucej regresnej priamky (8.14)
Y, _J_/:bl(xi _E)'
Po umocneni a s¢itani pre i =1,2,...,n plati
~ - —\2
Z(yi _J’) :bl2 Z(xi —x) .
Po dosadeni tohto vzt'ahu do SSY =SSR + SSE dostaneme:

Z(yi_y)zz blzz(xi_)?)z +Z(yi_;i)2' (8.20)

s
Podl'a (8.11), kde r je koreladny koeficient, plati b, = r—  t.j.
s

X

pl=p2 S; 2 Z(yi _J_/)z
1 =r =T —\2
Sx Z(xi —X)
a po dosadeni do (8.20)
SSY =r*Y (v, = y) + SSE
SSY =r*SSY + SSE

2 SSY —SSE _ SSR
SSY SSY

Cielom met6dy najmensich Stvorcov bolo minimalizovat’ variabilitu nevysvet-
lena regresnym modelom, hodnotu SSE = Z(y[ -y, )2 , ktora sa vola aj rezidualny
sucet Stvorcov. Z dvoch modelov, ktoré by teoreticky prichadzali do uvahy, je
lepsi ten, kde je mensi SSE . Mierou variability hodn6t y, okolo vyrovnavajlce;j

regresnej priamky je Standardna odchylka rezidui
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~ \2
o = 2OZTS_ [SSE (8.21)
n-2 n—2

Je to neskresleny bodovy odhad Standardnej odchylky nidhodnych chybe, v za-

kladnom subore. Jej druha mocnina s fez sa nazyva rezidualny rozptyl.

Poznamka 8.2
Koeficient determinacie, Standardna odchylka rezidui, korigovany koeficient de-

terminacie tvoria vystup EXCELu po procedure Regresia.

8.5 Testy hypotéz pouzivané pri vol’be regresnej funkcie

a) test linearity (celkovy F-test)

Na zaciatku naSich uvah sa pytame, ¢i vobec medzi premennymi X a Y existuje li-
nearna zavislost. Ak empirické Udaje zobrazime bodovym diagramom a body
(x1 V1 ),(xz, ¥, ),...,(xn, yn) lezia v pase, ktory sa da priblizne ohrani¢it’ dvomi
priamkami, ktoré nie st rovnobezné s osou x, mdézeme predpokladat’ linearnu za-
vislost medzi X a Y. Preto sformulujeme nulov a alternativnu hypotézu takto:

H : Linedrny model nie je Statisticky vyznamny (t.j. X, Y nie su linedrne zavislé).
H, : Linearny model je statisticky vyznamny (t.j. X, Y su linedrne zavislé).

Na overenie platnosti H, pouZijeme znamu analyzu rozptylu tak, e odhad s> cel-

kového rozptylu o’ zavisle premennej Y rozlozime na dve zlozky:

207265 |

1

1 & -2 SSE 1

2

S = .= =— =

g n—lg‘(y' y) -1 n-1
1

n—1

[SSE+ SSR |, t.j.

(n—1)s* = SSE + SSR

Y
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(n—1)s} SSE  SSR

2 > 22 2
o o o

maji  y° —rozdelenia postupne s

Nahodné premenné

SSR /1 MSR

= ma
SSE/n—-2  MSE

(n—1), (n—2) a 1 stuphiom volnosti. Podiel rozptylov F =

Fisherovo rozdelenie s (1, 7—2) stupiami volnosti, kde
MSR - priemerny S§tvorec regresie (mean square of regression),
MSE - priemerny Stvorec chyb (mean square of errors).

Podstata testu je v tom, Ze sme nasli nahodntl premennu, ktora je funkciou SSR
a SSE a ktorej rozdelenie pozname. Model je tym lep$i, ¢im je vacsie Cislo F, preto
vel’ké hodnoty testovacej Statistiky /' hovoria v prospech alternativnej hypotézy,
teda padna do oboru zamietnutia H,, .
Zaver: F — test je len jednostranny test (pravostranny). Nulovi hypotézu zamieta-

me, ak pri zvolenej hladine vyznamnosti o« je hodnota testovacej Statistiky
F>F_ 2> kde F|_, je prisluSny kvantil F-rozdelenia s (1, n —2) stupfiami
volnosti. V tomto pripade teda prijimame alternativhu hypotézu o linearnom

vztahu medzi X a Y. Nijdena regresna priamka je vhodny typ funkcie na vyjad-

renie priebehu zavislosti.

Tab. 8.4 Celkovy F-test

Hvootéz Pouzité Testovacia Oblast’
yp y rozdelenie Statistika zamietnutia H,
H,: XY st linearne
nezavislé. ' SSR/1 F>F_,
Fisherovo =
H, : XY st linearne SSE/n—2 df =1, n-2)
zavislé.

b) t-test o linearnej nezavislosti X, Y
Tento test je zaloZeny na nasledujucej myslienke. Regresny koeficient B, je smer-

nica regresnej priamky a vyjadruje priemerni zmenu Y pri zmene X o jednu jed-
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notku. Ak B, =0, regresna priamka je rovnhobezna s osou x, teda aj po zmene ne-

zavisle premennej X sa nemenia hodnoty Y (presnejSie podmienené stredné hodno-

ty). Preto sa neda hovorit’ o linearnej zavislosti X, Y.

Ak je vyberovy regresny koeficient b, blizky nule, treba overit’ hypotézu, ¢i
koeficient B, je rozny od nuly, t.j. overit’ hypotézu, ¢i medzi X a Y existuje linear-
na zavislost'.

H,: B, =0 (tj.X Y sulinedrne nezavislé.)
H,: B, #0 (tj.X Y sulinearne zavislé.)

bl _Bl

S(bl)

Na testovanie pouZzijeme testovaciu Statistiku 7 = , ktorda ma Studentovo

rozdelenie s (n—2) stupiami volnosti a s(b, )= je Standardna od-

Zi:(xi —-Xx ’

chylka koeficientu b,. Ak plati nulova hypotéza, vypocitame hodnotu testovacej

b
Statistiky 7 =———.

S(bl)
Zaver: Nulovu hypotézu zamietame, ak pri zvolenej hladine vyznamnosti o je
hodnota testovacej Statistiky |t| >t_op(n-2) kKde £, je kvantil  Studentovho

rozdelenia s (n - 2) stupnami vol'nosti. V tomto pripade teda prijimame alterna-

tivnu hypotézu o linearnom vztahu medzi X a Y.

Tab. 8.5 T-test o linearnej nezavislosti

Hvpotéz Pouzité Testovacia Oblast’
yp y rozdelenie Statistika zamietnutia H,
HO: Bl =0 7= bl 1. |t|>t1—a/2,
slb
Hi:1. B, #0 Studentovo ( 1) 2 >t
Srez
2.8,>0 s(by)= ( _)2 3. t<—t,,
X —X
3. B <0 Z ’ df.=n-2
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Podobne sa da testovat’ hypotéza H,:B, =0, H,: B, #0.
Test linearnej zavislosti vieme urobit’ tromi ekvivalentnymi spdsobmi, posledné dva st

aj vystupom EXCELu :

e testovat korelacny koeficient
o celkovy F-test

e testovat regresny koeficient

EXCEL

Na riesenie regresnej ulohy ponuka EXCEL nasledujtice prostriedky.
Po vol'be Nastroje/ Analyza udajov / Regresia a zadani idajov najskor pre za-
visla Y, potom pre nezavisli premennu X sa v tabul’kach objavia udaje Tab. 8.6,

pricom niektoré su zle pomenované.

Tab. 8.6 Regresna statistika

pomenovanie skutoény vyznam
Nasobné R | |- absolitna hodnota »
r* - koef. determinacie

Hodnota spol’ahlivosti

Nastavena hodnota spol'ahlivosti upraveny koef. determinacie

Chyba strednej hodnoty 8 rez

Pozorovania n

Tabulka ANOVA poskytuje rozklad celkového rozptylu na dve zlozky a celkovy
F-test .
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Tab. 8.7 ANOVA

stupne vyznamnost’ F
| SS MS F
volnosti p- hodnota
Regresia 1 SSR | MSR=SSR/1 o
MSE=SSE/n-2 hodnota H,: Linearny mo-
Rezidua n2 |SSE ) testovacej | del nie je Statisticky
s
" §tat1Stlky V}'/znamn}'/'
Celkom n-1 SSY

V poradi tretia Tab. 8.8 okrem koeficientov regresnej priamky obsahuje aj t-test

pre nulovost’ regresného koeficientu B, (druhy riadok) a koeficientu B, (prvy ria-

dok).

Tab. 8.8 Testovanie koeficientov regresnej priamky

koefi- s‘fr};}c/llrjlae' t-stat p- dolny |[horny |dolny |horny
cienty ] hodnota [95% [95% |99% |99%
hodnoty

hranice bo s(bo) bo/s(by) | Ho: Bo=0 | intervaly spolahlivosti pre B,

X b, s(by) b;/s(by) | Hy: B1=0 | intervaly spolahlivosti pre B,

Posledna tabul’ka obsahuje aj pre kazdy prvok x; vyberového stiboru vypocitani

o¢akavana hodnotu y; a aj reziduum e, =y, - y,.

Priklad 8.2
V subore Autobazar su udaje o veku a cenach 106 aut z 3 predajni autobazaru.
Vysetrite linearnu zavislost’ ceny auta od veku, pouzite udaje zo vSetkych 3 pre-
dajni, najdite rovnicu regresnej priamky, na hladine vyznamnosti a = 0,05 otestuj-
te Statistickil vyznamnost’ linearneho modelu.

V priklade po vol'be Ndstroje/ Analyza udajov / Regresia dostaneme nasledu-

juce vystupné tabulky:
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Regresni statistika

Nasobné R 0,675
Hodnota spolehlivosti R 0,455
Nastavena hodnota spolehlivosti F 0,450
Chyba stf. hodnoty 24,489
Pozorovani 106

Koeficienty Chyba stf. hodnoty tstat = HodnotaP | Dolni 95% | Homi 95% Dolni 99% Homi 99%

Hranice| 233,951 8,279 28257 1,325E-50 | 217,533 = 250,369 212,226 255,676
vek -19,649 2,107 9327  214%4E15 23827 @ 15471 @ -25178 @ -14,121
ANOVA

Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 1 52163,363 52163 86,98364  2,14942E-15
Rezidua 104 62367,931 599,7
Celkem 105 114531,29%4
Z tabuliek vyplyva:

> Absolutna hodnota korelacného koeficientu je |r |=0,675 , regresny koefi-

cient je (—19,649). Korela¢ny koeficient ma rovnaké znamienko ako re-

gresny koeficient, preto je korela¢ny koeficient » =-0,675, o interpretu-
jeme ako nepriamu, miernu linearnu zavislost’.
> Koeficient determinacie je r* =0,455, tzn. len 45,5 % variability ceny aut

sa da vysvetlit' linearnym vztahom s vekom aut.

» Neskresleny odhad koeficientu determinacie v zakladnom subore je Cislo
0,4502.

> p-hodnota pre celkovy F-test je 2,14 .10, &o je velmi malé &islo. Na
vSetkych beznych hladinach vyznamnosti zamietame nulovi hypotézu, pri-
jimame alternativnu hypotézu, ze dany model je Statisticky vyznamny, t.j.
premenné su linearne zavislé.

> Rovnica vyrovnavajicej regresnej priamky je y=-19,649x + 233,95.
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> 5, =24,489, tzn. skutocné ceny aut sa odchyluju od hodndt regresnej
priamky priblizne o 24,5 tisic koran.

»> p-hodnota pri t-teste hypotézy H,: B, =0 oproti H,: B, # 0je to isté malé
&islo 2,14 .107"°, preto na kazdej beznej hladine vyznamnosti prijimame al-

ternativnu hypotézu, ze premenné su linearne zavislé.

8.6 Pouzitie regresnej priamky
Regresnu priamku y = b, + b x povazujeme za bodovy odhad strednej hodnoty
zavisle premennej ¥ a mdéZeme ju pouzit’ na
e bodovy odhad hodnoty Y pre jednu konkrétnu hodnotu X,
e bodovy odhad priemernej hodnoty Y pre ista roven znaku X, ale len na in-
tervale <xmm 3 X > .
Napriklad, m6zeme oCakavat, ze cena jedného 2 ro¢ného auta je
y=233,95-19,65.2 = 194,65 tisic Sk.

Je to zaroven priemernd cena vSetkych dvojro¢nych aut.

Poznamka 8.3
Vieme vSak ur€it’ aj :
e 100(1-0)% interval spolahlivosti pre koeficient By :
b, _tl—a/Z,(n—Z)‘S(bO) < By, <b, +t1—a/2,(n—2)‘s(b0) >
e 100(1-a)% interval spolahlivosti pre koeficient Bj:
b, — tlfa/Z,(n72)‘S(b1 )< B, <b + tl—a/Z,(n—Z)'S(bl)’
e 100(1-a)% interval spolahlivosti pre priemernu hodnotu Y v zakladnom

stibore pre danu konkrétnu hodnotu x;, oznacime ju ,u(y/xi ) a plati

(by +byx;) =113 (n-2)Si < /U(J’/xi) <(by +byx;) +11_05 (n2)-Si >
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je Standardna odchylka vyrovnanych hodndt

Y, =b, +bx;. Sirka tohto intervalu je ina pre kazdé X,a rozSiruje sa so vzd’a-
lovanim x; od x.
e 100(1-a)% interval spol'ahlivosti pre individudalnu hodnotu ¥ v zakladnom
sibore pre danu konkrétnu hodnotu Xx;, ozna¢ime ju Y(xi) a plati

(by +b1X;) = 1o (42)S; < Y(xi ) < (b +b,X,)+ 11y (4-2)S; 5

-\
kde s, =s,,.. l+M+l je Standardna odchylka individualnych

hodnét premennej Y. Sirka tohto intervalu je viésia ako pre odhad stabilnej-

Sej priemernej hodnoty.

EXCEL

Z vystupnych tabuliek pre Regresiu sa da pre nas Priklad 8.2 urcit’ :
> 95% interval spolahlivosti pre By : 217,53 <B,, < 250,36,

> 95% interval spolahlivosti pre B, : —23,83< B, <—-15,47,

» Podobne z tabuliek st zndme 99% intervaly spolahlivosti pre By a Bj.

95% interval spolahlivosti pre priemernu cenu 2 — ro¢ného auta musime dopocitat’

bez EXCELu.

x=3764, (2-x ] =3112, Y(x,~xJ =135.104 1+J2;;L2:0,180

" Z(xi ~x )

i

Sy =24,489, 1 (0 = 1983, F, = b, +5,.2=194,652
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maximalne pripustna chyba odhadu je teda #,_,, (,_,).s; =8,750, preto 95% in-

terval spol'ahlivosti pre priemernu cenu 2 — ro¢ného auta je 194,652 8,750 ti-

sic Sk.

Poznamka 8.4

Upravami bodového diagramu v EXCELi sa da do grafu vlozit’ regresna kriv-

ka, rovnica regresnej krivky i koeficient determinacie. Klikneme pravym tla-

¢idlom na niektory bod grafu, zvolime Pridat’ trendoviu diaru, na zalozke

Typ/linedarny ana

zalozke MoZnosti/zobrazit’ v grafe rovmicu regresnej

priamky a R’.
300 - : y =-19,649x + 233,95
R? = 0,4555
$ o
200 - . z
©
g :
o
100 - .
*
O T T T 1
0 2 4 6 8
vek

Obr. 8.4 Upravy bodového grafu

8.7 Predpoklady pre pouzitie metédy najmensich Stvorcov

Metdda najmensich Stvorcov dava neskresleny odhad regresnej priamky pri splne-

ni istych predpokladov o rozdeleni pravdepodobnosti ndhodnych chyb &; v modeli

y; =B, +Bx; +¢,.

St to tieto predpoklady:
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e Strednd hodnota nahodnych chyb je nula.

e Rozptyl nahodnych chyb je konstantny.

e Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnych chyb je normalne .

e Nahodné chyby st medzi sebou vzajomne nezavislé.
Splnenie tychto predpokladov sa da overit’ az po zvoleni regresného modelu, lebo
az vtedy su zname rezidua, ktoré sit odhadmi nadhodnych chyb. Ich splnenie sa pri-
blizne overi graficky zostrojenim histogramu rozdelenia rezidui a z bodového dia-
gramu hodnét (), , e;). Podrobnejsie sa tomuto problému nebudeme venovat’ (po-

7ri [6]).

8.8 Iné typy regresnych funkcii

Linearna regresna funkcia je vd’aka l'ahkej interpretacii preferovana pred inymi
typmi, ale niekedy z povahy problému vyplyva, ze pre popis danej zavislosti by

bola vhodnejsia iné regresna funkcia. Uvedieme niektoré iné modely.

Parabolicka regresia Regresna funkcia je tvaru 7 =8, + B,x + B2x2 , bodové od-

hady koeficientov ziskame priamo pouzitim metdody najmens$ich Stvorcov, t.j.

hl'adanim minima funkcie troch premennych iel.z =>(y,-7.) , kde
i=1

Y, =by +bx; +b,x7.
Zovseobecnenim mdze byt polynomicka regresia vyssSieho stupna, v praxi sa stre-

tavame s polyndmami maximalne 3. a 4. stupia.

o B
Hyperbolicka regresia Regresna funkcia je tvaru 7 = B, + —. Bodové odhady
X

koeficientov ziskame tiez priamo pouzitim metddy najmensich Stvorcov.

Logaritmicka regresia Regresna funkcia je tvaru 7 = B, + B, logx . Bodov¢ odha-

dy koeficientov ziskame priamo pouzitim metdédy najmensich Stvorcov.
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Exponencialna regresia Regresna funkcia je tvaru 77 = B, - B". Bodové odhady

koeficientov sa nedaju ziskat’ priamo pouzitim metédy najmensSich Stvorcov.
Vhodnou upravou (transformaciu) regresnej funkcie ju upravime na taky tvar, kde
funkcie jej parametrov sa daji odhadnut’ metédou najmensich Stvorcov. V tomto
pripade logaritmovanim dostaneme :

Inp=InB, +xIn B,

a budeme hradat’ minimum funkcie Y (Iny, —Inb, — x, Inb, )’ .

Znamym spOésobom pouzijeme parcialne derivacie tejto funkcie a ako rieSenie sus-

tavy ziskame Inb, a Inb,.

Poznamka 8.5
Podobne postupujeme aj v pripade inych typov funkcii, ktorym sa vSak nebudeme
venovat'.

Pri vybere vhodného typu regresnej funkcie sa v EXCELi orientujeme podla
hodnoty koeficientu determinacie, ktory je definovany nezavisle na type regresnej

funkcie.

Priklad 8.3
Pracovnik personalneho oddelenia citi, ze existuje vzt'ah medzi po¢tom dni absen-
cie v praci a vekom pracovnika. VySetrite tito zavislost’ na zaklade tidajov v Tab.

8.9. Pre nazornost prikladu sme pouzili nevyhovujuci, vel'mi maly rozsah vyberu.

Tab. 8.9

vek 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

absencia 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8
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EXCEL

S vyzitim EXCELu vieme vlozit' do bodovych diagramov graf regresnej Ciary,
EXCEL poskytuje na vyber linearnu, logaritmicku, exponencialnu, polynomickt
(Tubovol'ného stupna) alebo mocninovu krivku s jej analytickym vyjadrenim
i koeficientom determinacie. V tomto priklade vidime, Ze z viacerych mozZnych
rieSeni je najvhodnejSia parabola s najva¢sim koeficientom determinacie. Sam rie-

Sitel’ ilohy sa musi rozhodnut’, ktory z tychto moznych modelov je pre jeho potre-

by vyhovujuci.
. y=-02681x + 21,587 - y=0,008¢ - 0,975 + 35,645
. _ _
- R'=086% 5) R’=09604
o o
& 10 » S 10
2 ¢ 2
® 5l © 5.
0 L J L J L J L] L O LJ LJ LJ LJ L
2 0D 40 =N O 0 2 0D H H O N
vek vek
- y=-1148An(x) +52.509 2 y=30,076 2%
¢ R =093%7 ¢
o 159 0 151 R'=0%B41
) (8]
§10 §10
3 ‘ £ ‘
(1] 5 © 5
C L] L] L] L] L C L] L] L] L] L
D D 0 H O M D D 0 H O M
vek vek

Obr. 8.5 Rd&zne modely regresnych funkcii k Prikladu 8.3

Ak sa podrobnejsie zaujimame aj o celkovy F-test Statistickej vyznamnosti modelu,
t-testy nulovosti koeficientov regresnej funkcie, o intervalové odhady koeficientov re-

gresnej funkcie pouzijeme v EXCELi funkciu Regresia, kde do vstupnej tabulky pre
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nezavishi premennu vlozime viac stipcov . Vystupné tabulky pre nas priklad si uvede-

né pre parabolicku regresiu, interpretacia tabuliek je rovnaka ako pri linearnej regresii.

Tab. 8.10 Kvadraticka regresia k Prikladu 8.3

abs vek vek na druhu VYSLEDEK
15 27 729
6 61 3721 Regresni statistika
10 37 1369 Nasobné R 0,9800
18 23 529 Hodnota spolehlivosti R 0,9604
9 46 2116 Nastavena hodnota spolehlivosti R | 0,9491
7 58 3364 Chyba stf. hodnoty 0,9516
14 29 841 Pozorovani 10
11 36 1296
5 64 4096
8 40 1600
ANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F
Regrese 2| 153,7611| 76,8805| 84,8979 1,23507E-05
Rezidua 7 6,3389| 0,9056
Celkem 9[ 160,1000
Koeficienty | Ch.stf. hodnoty | tstat | Hodnota P | Dolni 95% |Horni 95%
Hranice 35,645 3,638 9,799 | 0,0000 27,043 44 247
vek -0,975 0,178 -5/484 | 0,0009 -1,396 -0,555
vek na druhu 0,008 0,002 4,006 | 0,0052 0,003 0,013

Priklady na precvicenie

8.4

Zostrojte bodovy diagram zavislosti znakov Y na X pre dané vyberové subo-

ry a dané premenné, vlozte do grafu rovnicu regresnej priamky, hodnotu

koeficientu determinacie, vytvorte korelacnii maticu, pomocou t-testu na
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hladine vyznamnosti « = 0,05 otestujte linearnu zavislost’ premennych, do
grafu vlozte iny typ regresnej krivky.
a) PRIJIMACIE SKUSKY/1.fakulta, X-matematika, Y- fyzika
Urdcite, aké priemerny pocet bodov dosiahne Student z fyziky, ak
z matematiky ziskal 15 bodov (21 bodov).
b) PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta, X-matematika, Y- fyzika.
Urcite, aké priememny pocet bodov dosiahne Student z fyziky, ak
z matematiky ziskal 15 bodov (21bodov).
¢) PRIJIMACIE SKUSKY/I1.fakulta, X-matematika (upr.) Y- priemer
Urcite, aké priemerni znamku dosiahne Student po 2.semestri, ak zo skus-
ky z matematiky (upir) mal znamku 3,2 (2).
d) PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta, X-matematika, Y- priemer.
Urcite, aké priemernti znamku dosiahne Student po 2.semestri, ak zo skusky
z matematiky (upr) mal znamku 3,2 (2).

8.5

Pomocou nastroja Regresia vySetrite linearnu zavislost znakov X, Y
v zadkladnych suboroch, urcite korelacny koeficient, koeficient determina-
cie, najdite rovnicu regresnej priamky, na hladine vyznamnosti
a = 0,05 pomocou celkového F-testu, alebo t-testu posud’te vyznamnost’
Statistického modelu, najdite prislusné intervaly spolahlivosti pre koefi-
cienty regresnej priamky.

a) PRIJIMACIE SKUSKY/I1.fakulta, X-matematika, Y- fyzika,

b) PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta, X-matematika, Y- fyzika.
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9. SKUMANIE ZAVISLOSTI DVOCH KVALITATIVNYCH
ZNAKOV

V marketingovych, pedagogickych, sociologickych i psychologickych vyskumoch
sa Casto pracuje s kvalitativnymi znakmi, napr. narodnost’, pohlavie, farba oc¢i, typ
byvania, nazor na trest smrti. Preto tito Cast’ venujeme otazke vySetrenia zavislosti
(asociacie, kontingencie) dvoch znakov takéhoto charakteru. O asociacii hovori-
me v pripade, ak oba znaky majui len po dva varianty hodnét (tzv. alternativne,
resp. dichotomické znaky), o kontingencii vtedy, ak aspon jeden znak ma aspon tri
mozné varianty nadobudnutych hodnét. Je vyhodné, ak je vyberovy stubor roztrie-

deny podl'a variant oboch znakov do kontingenénej alebo asocia¢nej tabul’ky.

9.1 4’- test nezavislosti
Popularny a jednoduchy test, ktorym sa da overit’ nezavislost dvoch znakov je
% - test nezavislosti. D4 sa pouZit’ aj v pripade dvoch kvantitativnych znakov, aj

v pripade kombinacie kvantitativneho i kvalitativneho znaku, no v praxi sa rozsiril
hlavne pre overovanie zavislosti kvalitativnych znakov. Pre dva kvantitativne tida-
je pouzijeme regresnu analyzu.

Nulovu a alternativnu hypotézu mézeme sformulovat’ takto:

H : Medzi kvalitativnymi znakmi nie je zavislost.

H,: Medzi kvalitativnymi znakmi je zavislost’.

Zakladna myslienka testu nezavislosti, testovacia Statistika aj jej interpretacia je
rovnaka ako pri Pearsonovom y*- teste zhody atou je porovnanie napozorova-
nych n; (empirickych) pocetnosti a za predpokladu platnosti nulovej hypotézy
ocakavanych e; (teoretickych) pocetnosti. Ak subor s rozsahom n je roztriedeny

podla » variantov znaku A a s variantov znaku B do kontingen¢nej tabul’ky (Tab.

9.1), potom vnutorné pole tabul’ky ma r.s policok, ktoré obsahujii empirické po-
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cetnosti n,, kde n,; znamena pocet Statistickych jednotiek, ktoré maju i-ty variant

znaku 4 (i=1,2,...,r) a sacasne j-ty variant znaku B (j =1,2,...5).

Tab. 9.1 Kontingenc¢na tabul’ka prer =4as =3

bl b2 b3 z
a; ny n ni3 (a)
a, N2y Nz ns3 (az)
as nzj ns3z n33 (as)
ay Ny ny Ny;3 (ay)
2 (b) (b) (bs) n

Ozna¢me symbolom e; teoreticky pocet Statistickych jednotiek, ktoré nadobudaju

i-ty variant znaku A a sUCasne j-ty variant znaku B, za predpokladu, ze znaky su
nezavislé. Pre pravdepodobnost’ nezavislych javov plati

P(4nB)=P(4).P(B),
preto moézeme pravdepodobnost, ze jeden prvok nadobudne i-ty variant znaku
A4 (oznacime ho a,) asuCasne j-ty variant znaku B (oznacime ho b ;) vypocitat
(presnejSie je odhadnut) ako sucin pravdepodobnosti i-teho variantu znaku

A a pravdepodobnosti j-teho variantu znaku B, t.j.

Pld=a,n B=b,)=P(4=a,).P(B=b,).
Pravdepodobnosti P(A =a i) a P(B =b j) odhadneme pomocou relativnych pocet-

(8,)

n

a

nosti P(A:a[):%, P(B :bj):

, kde n - je rozsah vyberového stiboru,

(ai )— je pocet jednotiek, ktoré maju i-ty variant znaku A4 (sucet i-teho riadku),
(b ; )- je poet jednotiek, ktoré maju j-ty variant znaku B (sucet j-teho stipca).

(a) ()

Preto P(A:ai A B:bj):
n n
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Teoretické absolutne pocetnosti potom odhadneme:

:n.(ai ).(bj )= (ai)'(bj ) ' ©.1)

i
Z tychto teoretickych pocetnosti zostavime ,,teoreticka tabul’ku* (Tab. 9.2) podob-

nu kontingenc¢nej tabul’ke a pouzijeme ju na vypocet hodnoty testovacej Statistky.

Tab. 9.2 Tabulka teoretickych pocetnosti

b, b, by z
a ey e €rs (a;)
a, e €2 €23 (az)
as es €32 €33 (a3)
ay €y] e €43 (ay)

)3 (b)) (b:) (b n

Na overenie nulovej hypotézy sa pouziva testovacia Statistika

p-yyloel ;e) , ©2)

i=l j=1 i
ktord pozname aj z vySetrovania normality rozdelenia. Testovacia Statistika (9.2)

mé y’- rozdelenie s (r—1)(s—1)stupiiami volnosti. Ak sa teoretické po&etnosti,

ktoré predpokladaju nezavislost, ,,veI'mi® odliSuju od pozorovanych pocetnosti,
hodnota testovacej Statistiky bude velkd a nulova hypotézu treba zamietnut. Ak
rozdiely medzi nimi st ,,malé“ (Statisticky nevyznamné), mozeme ich vysvetlit’

ndhodnym vplyvom, nemame dévod zamietnut’ nulova hypotézu. Rovnako ako pri
testoch zhody porovname hodnotu testovacej Statistiky ;(2 S (l—a).lOO percent-
nym kvantilom - rozdelenia s (r —1)(s —1) stuptiami vol'nosti, alebo podla hod-
noty testovacej Statistiky urime p - hodnotu a porovname ju so zvolenou hladinou
vyznamnosti.

Zaver testu: Ak y° > ;(1270[, zamietame f, na zvolenej hladine vyznamnosti o

(Tab. 9.3).
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Tab. 9.3 ;(2 - test nezavislosti

Oblast’
Hypotézy Rozdelenie | Testovacia Statistika zamietnutia
0
H, :Medzi 4,B 5
nie je zavislost. | Chi-kvadrat 4 = Z’:i (”ij - eij) x>l
H, :Medzi 4, B ke d.f.=(r-1)(s-1)
je zéavislost.

Chi-kvadrat test nezavislosti sa da pouzit, ak pre vSetky policka ,teoretickej ta-

bulky“ plati ¢; >5. Ak to tak nie je, zIuCime riadok (stipec) tabul’ky s touto niz-

kou poéetnostou so susednym riadkom (stipcom) tak, aby vyhovoval podmienke.
Samozrejme tym zniZzime pocet stupiiov vol'nosti testovacej Statistiky. To je jediné

obmedzenie pouzitia tohto testu.

Priklad 9.1

Na vyberovom subore s rozsahom 750 l'udi sa skimal vzt'ah medzi zaradenim do
socialnej skupiny ( znak 4 - riadok) a typom byvania ( znak B - stipec) . Socidlna
skupina ma 4 varianty: a, - zamestnanec Statnej alebo verejnej sluzby, a, - ostatni
zamestnanci, a,- podnikatel, a,- dochodca. Typ byvania ma 5 variantov: b, -
vlastny dom, b, - vlastny byt, b,- najom u sukromnej osoby, b, - druzstevny byt,
b; - sluzobny byt (firemny, vojensky). Na hladine vyznamnosti « =0,05 zistite, ¢i

mozno hovorit’ o existencii zavislosti medzi tymito znakmi. Empirické udaje st

uvedené bez zatvoriek v nasledujiicej kontingencnej tabulke .
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Tab. 9.4 Kontingencna tabul’ka a teoretické pocetnosti k Prikladu 9.1

b, b, by b, bs Z
a, | 40(448) | 4028) | 60(44.8) | 02055 | 0019 | 140
a, | 20092,8) | 90(58) | 110(92,8) | 60(42,5) | 103,9) | 290
a; | 140(48) | 10(30) 0(48) 0(22) 02) 150
a, | 40(544) | 1034) | 70(544) | 50249) | 027 | 170
> 240 150 240 110 10 750

Pomocou vztahu (9.1) a tejto tabulky, v ktorej st empirickeé pocetnosti 7, postup-

ne vypocitame teoretické pocetnosti e, ktore su uvedené v okruhlych zatvorkach.

Napr. ¢, = 750.ﬂ.ﬂ =443,
750 750

e, = 750.m.@ =28 atd.
750 750

Teoretické poéetnosti v poslednom stipci st mensie ako 5, preto zlugime §tvrty a

piaty stipec do jedného. V hranatych zatvorkach Tab. 9.5 su pre vietky i, j. vypo-

2
e (”z_’f B ez:f)
¢itané hodnoty ———

€

. Hodnotu testovacej Statistiky vypocitame ako sucet

hodnét v hranatych zatvorkach y* =429,176. Je to velké &islo, ktoré hovori

v neprospech myslienky, ze znaky su nezavislé.

Tab. 9.5 Pokracovanie Prikladu 9.1

b, b, b, b,+bs >

. 40 (44,8) 40 (28) 60 (44,8) 0(22.4) 140
! [0,51] [5,14] [5,16] [22,4]

; 20 (92,8) 90 (58) 110 (92,8) 70 (46,4) 200
2 [57,11] [17,66] [3,19] [12]

. 140 (48) 10 (30) 0 (48) 0 (24) 150
3 [176,3] [13.33] [48] [24]

. 40 (54,4) 10 (34) 70 (54,4) 50 (27,2) 170
4 [3.81] [16,94] [4.47] [19,11]

> 240 150 240 120 750
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Presne: V tabulkach najdeme 95%-ny kvantil y°- rozdelenia s (4 —1)(4-1)=9
stupfiami volnosti t.j. ;(5’95 =16,92 . Pretoze 429,176 >16,92 zamietame nulovi
hypotézu a prijimame alternativnu, ¢o znamena, ze medzi socialnou skupinou
a typom byvania 'udi je Statisticky vyznamna zavislost.

Ind moznost je vyuzit p-hodnotu. K vypocitanej testovacej Statistike
y>=429,176 urgime p-hodnotu p =8,085.10" (v EXCELi funkcia CHI-
DIST(429,176; 9)). Tato skoro nulova hodnota je mensia ako vSetky bezné hladiny

vyznamnosti, preto zamietame Ho a prijimame alternativnu hypotézu, t.j. znaky sa

zavislé.
EXCEL

Test nezavislosti ma EXCEL v ponuke svojich testov, po vol'be Prilepit’ funkciu/
Statistické / CHITEST. Dany priklad vyrie§ime jednoducho po zadani poli empi-
rickych a teoretickych pocetnosti (tab.9.6), ale pole teoretickych pocetnosti si mu-
sime vytvorit’ sami. Vystupom je jediny udaj, p - hodnota vypocitana k hodnote
testovacej Statistiky .

Blizsim sktimanim jednotlivych séitancov tvoriacich testovaciu Statistiku vidi-

me, ze najviac do nej prispievaju podnikatelia byvajici vo vlastnych domoch (n31)

a ostatni zamestnanci byvajuci vo vlastnych domoch (”21 )

Tab. 9.6 Tvar tabuliek pred pouzitim CHITESTu

empirické pocetnosti teoretické pocetnosti

1 [ 2] 3 4
448 | 28 | 448 | 224
928 | 58 | 92,8 | 46,4

48 | 30 | 48 | 24
544 | 34 | 544 272

1 2 3
40 | 40 60 0 140
20 90 | 110 | 70 | 290
140 | 10 0 0 150
40 10 70 50 | 170
240 | 150 | 240 | 120 | 750

N

Bl |—
AW —
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Pre alternativne znaky (dichotomické), dostaneme Specidlny pripad kontin-
gencnej tabulky. Vysledkom triedenia je Stvorpolickova tabulka typu 2x2, ktora sa

vola asocia¢na tabul’ka.

Tab. 9.7 Asocia¢na tabul’ka

a; ny Ry (ay)

az UP3 Ny (ay)

Priklad 9.2
Na zaklade vyskumu u 81 o0s6b je zostavena asociacna tabul’ka, v ktorej st osoby
roztriedené podl'a pohlavia a podl'a toho, ¢i maju vysokoskolské vzdelanie. Na 5%

hladine vyznamnosti overte, ¢i tieto znaky su zavislé.

Tab. 9.8 Pocetnosti k Prikladu 9.2

empirické pocetnosti teoretické pocetnosti
muzi |zeny muzi zeny
ma VS 12 10 22 ma VS 10,32 |11,68 |22
nema VS 26 33 59 nema VS [27.68 |[31,32 |59
38 43 81 38 43 81

Tabul’ku teoretickych pocetnosti sme doplnili podl'a vzt'ahu (9.1). Vyuzijeme vol-
bu  Prilepit’ funkciu/ Statistické / CHITEST a po zadani poli empirickych

a teoretickych pocetnosti z Tab. 9.8 dostaneme prislusnti p-hodnotu p=0,401. Pre-
toze 0,05 < 0,401, nemame dévod zamietnut’ nulovl hypotézu o nezavislosti pohla-

via a absolvovania vysokoskolského $tudia.
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9.2 Miery intenzity zavislosti dvoch kvalitativhych znakov

Ak pomocou testu nezavislosti zistime asocidciu medzi znakmi, méZeme sa rovna-
ko ako pri kvantitativnych znakoch pytat’ na silu tejto asociacie. V rdéznych Statis-
tickych programoch existuje mnozstvo koeficientov na jej vyjadrenie, my spome-
nieme len niektoré. Treba zddraznit’, Ze su to koeficienty vhodné na sktimanie sily
zavislosti kvalitativnych znakov, nie st vhodné pre kvantitativne a ordinalne zna-
ky.

Pearsonov kontingen¢ny koeficient

2

X
C= . celo1
2P +n =(o.y

» Hodnoty blizke jednotke znamenaju silnej$iu asociaciu medzi znakmi.
» Hodnoty blizsie nule znamenaju slabsiu zavislost’ medzi znakmi.

» Je zavisly od spdsobu triedenia.

»> V stvorcovej tabulke k x kje C,,, = % .

Specialne pre alternativne znaky A4, B uvedieme dva koeficienty:

Koeficient Phi :
b= / : |”21”12 ”11”22| $>0
b b,

» Je najvhodnejsi z koeficientov, ktoré spominame.

> Casto sa kontingen¢na tabulka upravi pozlucovanim vhodnych riadkov

i stipcov az na $tvorpoli¢kovu tabul’ku, pre ktort sa uréi ¢ .

Koeficient korelacie kvalitativhych znakov

R= nny, _(al)(bl) , R€<—1,1>
(al )(az )(bl )(bz )
» Hodnoty v absolutnej hodnote blizke jednotke znamenajt silnti zavislost’, nu-

lova hodnota znamena nezavislost'.



Statistika s Excelom 207

» Pre ordinalne znaky alebo pre r6zne kombinacie kvalitativnych, ordinalnych
alebo kvantitativnych znakov su vypracované Specidlne koeficienty na mera-

nie intenzity zavislosti, ale nebudeme sa im venovat.

9.3 Poradova korelacia

Vysledky prieskumov su Casto prezentované roéznymi poradiami (napr. poradie
ziakov v triede podl'a sympatii, poradie skupiny os6b podl'a vhodnosti na nejaké
povolanie, poradie predmetov podl’a nevyhnutnosti na prezitie v krutej zime atd’.),
pricom vznika potreba porovnat’ mieru zhody (odlisnosti) poradi zostavenych roz-
nymi respondentmi. Stupeni zavislosti medzi dvomi poradiami X, Y vyjadrime Spe-
armanovym koeficientom poradovej korelacie

2
_62di , -1<R<1 (9.3)

R=1
nln?® -1

kde n - rozsah suboru ,
d, = (xi -, )- rozdiel dvojice poradi .

» Jeho interpretacia je rovnaka ako pre korela¢ny koeficient.

» Niekedy sa na poradia pretransformuju metrické alebo ordinarne tudaje, a to
hlavne vtedy, ak treba vypocitat’ korelaciu medzi rézne Skalovanymi premen-

nymi.

Priklad 9.3

Do finale Miss 2003 sa dostalo 10 dievcat. Pred samotnou sutazou byvald Miss
2002 zostavila oc¢akavané vysledné poradie sutaziacich takto: K, L, M, H, T, R, E,
J, B, S ariaditel’ reklamnej agenttry takto: T, H, L, E, B, K, M, R, J, S. (Dievcata
su oznacené zaciatoCnym pismenom svojho mena).

1. Vypocitajte stupenn zhody nazorov tychto dvoch posudzujacich.

2. Sutaziace ziskali vo findle pocty bodov dané tabulkou. Porovnajte spravnost’

prognoz Miss 2002 i riaditela.
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48 36 36 32 32 31 29 29 29 11

Obe tlohy sme vyriesili naraz s vyuzitim EXCELu. Pri rieSeni druhej Glohy sme
zo ziskanych bodov vyrobili poradie sut'aziacich. Pri rovnosti ziskanych bodov
sme vytvorili priemerné poradie, napr. 29 bodov ziskali 3 sut'aziace, ktoré obsadili
7.,8., 9.miesto, preto im priradime poradie (7+8+9)/3 = 8. Transformovanim bodov
na poradia stracame informacie, lebo dve susedné poradia neodrazaji skutocny
rozdiel v ziskanych bodoch. Napriklad medzi poslednym a predposlednym pora-
dim je rozdiel az 18 bodov, no medzi susednymi poradiami 4,5 a 6 je rozdiel len

jeden bod.

Tab. 9.9 Vypocet poradového korelacného koeficientu

A B C mocnina rozdielu poradi
meno | Poradie P .Ora.difi poradie (4-B) |(B-C) |(4-c)
Miss riaditel skutoéné

T 5 1 4,5 16 12,25 0,25

H 4 2 4,5 4 6,25 0,25

L 2 3 2,5 1 0,25 0,25
E 7 4 8 9 16 1
B 9 5 8 16 9 1
K 1 6 1 25 25 0

M 3 7 2,5 16 20,25 0,25
R 6 8 6 4 4 0
J 8 9 8 1 1 0
S 10 10 10 0 0 0
sudet stipca 92 94 3
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Na zistenie stupiia zhody poradi pouzijeme Spaermanov poradovy korela¢ny ko-

6,92

eficient (9.3) R, = 10.99 =0,4424, ¢o vyjadruje slabi zhodu hodnoteni Miss

2002 ariaditela. R, =0,4303, ¢o vyjadruje slabti zhodu hodnoteni riaditel'a
a skutonym poradim. Nakoniec, R; = 0,9818, ¢o je vysokd zhoda medzi hodnote-

nim, ktoré urobila Miss 2002 a skuto¢nym poradim po stt’azi.

9.4 Pouzitie asocia¢nych a kontingen¢nych tabuliek v inych

testoch
a) testovanie rozdielu pocetnosti dvoch nezavislych stiborov
Alternativny znak A rozdeli prvky vo vyberovych nezavislych suboroch vzdy na
dve skupiny, podl'a toho, ¢i prvok dany znak 4 ma alebo nema. Pytame sa, ¢i roz-
diely v pocetnostiach skupin so znakom A pre prvy a druhy stibor st nahodné, ale-

bo statisticky vyznamné? Postup ilustrujeme na tidajoch z Prikladu 9.2.

Priklad 9.4

Z 38 opytanych muzov méa 12 vysokoskolské vzdelanie, zo 43 opytanych zien ma
10 vysokoskolské vzdelanie. Zistite, ¢i medzi muzmi a Zenami je rovnaky pocet
0s0b s vysokoskolskym vzdelanim (VS). Nulova a alternativnu hypotézu mozeme
formulovat’ takto:

H,: Podiel 0s6b s VS je v oboch stiboroch rovnaky.

H,: Podiel 0sob s VS nie je v oboch stiboroch rovnaky.
alebo:

H,: Rozdelenia v oboch stiboroch st rovnaké.

H,: Rozdelenia v oboch suboroch nie st rovnaké.

Udaje spracujeme do empirickej asociaénej Tab. 9.10 , ktora je rovnaka ako Tab.

9.8.
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Tab. 9.10 Tabulka pocetnosti k Prikladu 9.4

empirické pocetnosti teoretické pocetnosti
muzi |Zzeny muzi zeny
ma VS 12 10 22 maVvsS (10,32 [11,68 |22
nema VS 26 33 59 nema VS 27,68 |31,32 |59
38 43 81 38 43 81

Tabul’ku teoretickych pocetnosti vyplnime nasledujacim spésobom:

Za predpokladu platnosti H, (t.j. pravdepodobnost’, Ze Zena ma VS, je rovnaka,

ako pravdepodobnost’, e muz ma VS) odhadneme pravdepodobnost’, Ze nickto ma
. , . , 22 R 59 , LA

VS relativnou pocetnostou p = 1 anema VS ¢ = o Absolutne o¢akavané po-

¢etnosti dostaneme vynasobenim relativnej pocetnosti rozsahom suboru:

pocet muzov s VS je e, =%-38 =10,32,
“ N & - 59
pocet muzov bez VS jee,, = 5-38 =27,68,

pocet zien s VS je e, =%.43 =11,68,

podet Zien bez VS jee,, = Z—? -43=31,32.

Vidime, dostavame tie isté tabul’ky ako pri teste nezavislosti v Priklade 9.2.

Pozorované a teoretické hodnoty porovname pomocou y*- testu, p-hodnota je
0,401, z ¢oho vyplyva, Ze napr. na hladine vyznamnosti « =0,1 aj a =0,05 ne-
mame dévod zamietnut’ nulova hypotézu o tom, Ze podiel muzov i Zzien s VS je

rovnaky (to isté potvrdil aj test nezavislosti).
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Poznamka 9.1
T4 ista uvaha sa da pouzit’ aj pre znak, ktory ma viac ako 2 varianty. Tento test sa
da pouzit' aj pre kvantitativne tidaje, ak nie su splnené predpoklady pre t-test

a udaje st roztriedené do tried.

b) testovanie rozdielu pocetnosti dvoch zavislych siuborov (parové hodnoty)

Alternativny znak A4 rozdeli prvky vo vyberovych zavislych suboroch tiez na dve
skupiny, podl'a toho, ¢i prvok dany znak 4 ma (1) alebo nema (0). Na rozdiel od
bodu a) mame teda na kazdej Statistickej jednotke danti usporiadanu dvojicu ty-
pu (1,1), (0,0), (1,0), (0,1), podla toho, ¢i mala alebo nemala znak pri dvoch zist'o-
vaniach. Pytame sa, ¢i rozdiely v pocetnostiach skupin so znakom A pre prvy

a druhy subor st ndhodné, alebo Statisticky vyznamné? Postup ilustrujeme na pri-

klade.

Priklad 9.5

Na skupine 140 pacientov sa zistovala uc¢innost’ 2 lieckov na ich chorobu. Vysled-

ky pre prvy a druhy liek st spracované v asociacnej Tabulke 9.11. VySetrite na

hladine vyznamnosti « =0,05, ¢i oba lieky s0 rovnako ucinné. Nulovi

a alternativnu hypotézu moézeme sformulovat’ takto:

H,: Lieky st rovnako G¢inné.

H,: Lieky nie sl rovnako G¢inné.

O porovnani u¢innosti nam nedavaji ziadnu informaciu usporiadané dvojice (1,1)

a (0,0), teda tie, kde nedoslo k zmene n,;, =30 an,, =48 z asociacnej tabulky.

Vypovednt hodnotu maja len usporiadané dvojice (1,0) a (0,1), teda tie, kde doslo

k zmene. To st udaje z asociacnej tabul’ky n,, =36 a n,, =26. Ak ich u€innost’ je

rovnaka, tak teoreticky predpokladame, ze pocet dvojic (1,0) a (0,1) je rovnaky.
ERCVRECT

Preto ¢, =¢,, = —5 V nasom pripade je to 31. Takto vyplnime tabulku teo-

retickych poéetnosti a na porovnanie oboch tabuliek pouZijeme y” - test.
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Vysledkom CHITESTu v EXCELi je p-hodnota p =0,204, Co znamena, Ze na

danej hladine vyznamnosti prijimame nulovu hypotézu o rovnakej u¢innosti oboch

liekov.

Tab. 9.11 Asociacna tabul’ka k Prikladu 9.5

empirické pocetnosti teoretické pocetnosti
1. liek 1. liek
) nel- ) neu-
G¢inny | = [spolu Ginny |~ |spolu
éinny éinny
2. : 2. .
) ucinny 30 36 66 . ucinny 30 31 61
liek liek
neucin- necin-
26 48 74 31 48 79
ny ny
56 84 140 61 79 140

Priklady na precvicenie

9.6 Vysetrite zavislost’ vysledkov psychotestov od typu absolvovanej strednej
$koly pre subor, ktory dostanete zli¢enim suborov PRIJIMACIE SKUS-
KY/1.fakulta a PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta.

9.7 Vysetrite zavislost’ Gspesnosti na prijimacej skuske z matematiky od typu ab-
solvovanej strednej Skoly pre subor, ktory dostanete zlicenim stborov
PRIJIMACIE SKUKY/1.fakulta a PRIJIMACIE SKUSKY/2.fakulta. Stu-

dent na skuske uspel, ak ziskal aspon 12 bodov.

9.8 Navrhnite, ako by ste si pripravili, vykonali a vyhodnotili test
a) uc¢innosti jedného lieku proti vysokej hladine cholesterolu
b) Gc€innosti jedného lieku proti bolesti hlavy

¢) ucinnosti vakciny proti chripke.
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Tab.

Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.

Tab.
Tab.

S U A W N

g

TABULKOVA PRILOHA

(n)

Koeficienty a;”’ Shapiroovho—Wilkovho testu

Kvantily Shapiro—Wilkovej nahodnej premennej W

Kvantily D" Agostiniovej nahodnej premennej D

Kvantily U(n;, n, 0,01) pre Mann —Whitneyov test pre nezavislé vybery
Kvantily U(n,, n, 0,05) pre Mann —Whitneyov test pre nezavislé vybery

Kvantily Ty pre Wilcoxonov test pre zavislé vybery

Subor PRIJIMACIE SKUSKY
Subor AUTOBAZAR
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Tab.1 Koeficienty Shapiroovho - Wilkovho testu

i oy 8 9 10 11 12 13 14
1 ]0.6233 |0.6052 |0.5888 |0.5739 |0.5601 |0.5475 |0.5359 |0.5251
2 103031 |03164 |03244 |03291 |03315 |03325 |03325 |03318
3 |0.1401 |0.1734 |0.1976 |0.2141 |02260 |0.2347 |0.2412 |0.2460
4 o 0.0561 |0,0947 |0.1224 |0,1429 |0,1586 |0.1707 |0,1802
5 o 0 0 0.0399 |0,0695 |0,0922 |0,1099 |0,1240
6 |0 0 0 0 0 0.0303 ]0,0539 |0.0727
7 |0 0 0 0 0 0 0 00240

: n 15 16 17 18 19 20 21 22
1| 05150 | 05056 | 04968 | 04886 | 0.4808 | 0.4734 | 0.4643 | 0.4590
2 | 0.3306 | 0.3290 | 0.3273 | 0.3253 | 0.3232 | 0.3211 | 0.3185 | 0.3156
3 | 0.2495 | 0.2521 | 0.2540 | 0.2553 | 0.2561 | 0.2565 | 0.2758 | 0.2571
4 | 01878 | 0.1939 | 0.1988 | 0,2027 | 0,2059 | 0.2085 | 02119 | 02131
5 | 0.1353 | 0.1447 | 0.1524 | 0,1587 | 01641 | 0,1686 | 0.1736 | 01764
6 | 0.0880 | 0,1005 | 0,1109 | 0,1197 | 0,1271 | 0,1334 | 0,1399 | 0,1443
7 | 0.0433 | 0,0593 | 0,0725 | 0,0837 | 0,0932 | 0,1013 | 0,1092 | 01150
8 0 | 0.0196 | 0,0359 | 0,0496 | 0.0612 | 0,0711 | 0,0804 | 0,0878
9 0 0 0 | 0.0163 | 0,0303 | 0.0422 | 00530 | 0.0618
10 0 0 0 0 0 | 0.0140 | 0,0263 | 0.0368
1 0 0 0 0 0 0 0 | 0.0122

i "3 24 25 26 27 28 29 30
1 | 04542 | 04493 | 04450 | 04407 | 04366 | 04328 | 04291 | 04254
2 | 03126 | 0,3098 | 0,3069 | 0,3043 | 0,3018 | 0,2992 | 0,2968 | 0,2944
3 | 0.2563 | 0,2554 | 0,2543 | 0,2533 | 0,2522 | 0.2510 | 0,2499 | 0,2487
4 02139 | 0,2145 | 02148 | 0,2151 | 0,2152 | 02151 | 0,2150 | 0,2148
5 | 0,1787 | 0,1807 | 0,1822 | 0,1836 | 0,1848 | 0,1857 | 0,1864 | 0,1870
6 | 01480 | 0,1512 | 0,1539 | 0,1563 | 0,1584 | 0,1601 | 0,1616 | 0,1630
7 ] 01201 | 0,1245 | 0,1283 | 0,1316 | 0,1346 | 0,1372 | 0,1395 | 0,1415
8 | 0,0941 | 0,0997 | 0,1046 | 0,1089 | 0,1128 | 0,1162 | 0,1192 | 0,1219
9 | 0,0696 | 0,0764 | 0,0823 | 0,0876 | 0,0923 | 0,0965 | 0,1002 | 0,1036
10 | 0,0459 | 0,0539 | 0,0610 | 0,0672 | 0,0728 | 0,0778 | 0,0822 | 0,0962
11| 0,0228 | 0,0321 | 0,0403 | 0,0476 | 0,0540 | 0,0598 | 0,0650 | 0,0697
12 0 | 0,0107 | 0,0200 | 0,0284 | 0,0358 | 0,0424 | 0,0483 | 0,0537
13 0 0 0 | 0,0094 | 0,0178 | 0,0253 | 0,0320 | 0,0381
14 0 0 0 0 0 | 0,0084 | 0,0159 | 0,0227
15 0 0 0 0 0 0 0 | 00076
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Tab. 2 Kvantily Shapiro — Wilkovej nahodnej premennej W

NG 0,01 0,05 * | 001 | 005
7 0,730 0,803 19 0,863 0,901
8 0,749 0,818 20 0,868 0,905
9 0,764 0,829 21 0,873 0,908
10 0,781 0,842 22 0,878 0,911
11 0,792 0,850 23 0,881 0,914
12 0,805 0,859 24 0,884 0,916
13 0,814 0,866 25 0,888 0,918
14 0,825 0,874 26 0,891 0,920
15 0,835 0,881 27 0,894 0,923
16 0,844 0,887 28 0,986 0,924
17 0,851 0,892 29 0,898 0,926
18 0,858 0,897 30 0,900 0,927

Tab.3 Kvantily D"Agostiniovej nahodnej premennej D

n 0,005 0,025 0,975 0,995
30 -4,19 -2,91 0,830 0,941
32 -4,16 -2,88 0,862 0,983
34 -4,12 -2,86 0,891 1,02
36 -4,09 -2,85 0,917 1,05
38 -4,06 -2,83 0,941 1,08
40 -4,03 -2,81 0,964 1,11
42 -4,00 -2,80 0,986 1,14
44 -3,98 -2,78 1,01 1,17
46 -3,95 -2,77 1,02 1,19
48 -3,93 -2,75 1,04 1,22
50 -3,91 -2,74 1,06 1,24
60 -3,81 -2,68 1,13 1,34
70 -3,73 -2,64 1,19 1,42
80 -3,67 -2,60 1,24 1,48
90 -3,61 -2,57 1,28 1,54
100 -3,57 -2,54 1,31 1,59
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Tab. 4 Kvantily U(ny, ny, 0,01) pre Mann—Whitneyov test

pre nezavislé vybery

n; n;

2131 4] 5| 6| 7| 8| 9|10 11| 12| 13 14| 15 16| 17 18] 19 20
4| -| - _
5/ -1 - -1 0
6| -1-] O] 1] 2
71 -1-1 0] 1| 3| 4
8| -1 -] 1| 2| 4] 6] 7
91 -10] 1| 3| 5| 7] 9|11
10| -0 2| 4| 6| 9|11|13] 16
11] -0 2| 5| 7/10[13|16] 18] 21
12 - 1| 3| 6| 9[12]15] 18| 21| 24|27
13 -{ 1| 3| 7[10[13]17]20|24|27]|31] 34
14 - 1| 4| 7|11[15]18]22|26|30]| 34| 38| 42
15] -12| 5| 8[12|16[20|24|29|33|37|42| 46| 51
16| -2 5| 9 13[18]22|27|31|36|41|45] 50| 55| 60
17| -12| 6|10 15[19|24[29|34|39|44|49| 54| 60| 65| 70
18] -|2| 6| 11| 16|21 |26|31|37|42|47|53| 58| 64| 70| 75| 81
19103 7|12 17[22(28|33]39|45|51|57| 63| 69| 74| 81 87| 93
201 03] 8| 13| 18[24|30|36|42|48|54]|60] 67| 73| 79| 8| 92| 99| 105
2110 3] 8| 14| 19[25|32|38|44| 51| 58|64 71 78| 84| 91 98| 105| 112
22104 9| 14(21[27]34]40|47|54|61]|68]| 75| 82| 89| 96| 104| 111| 118
23104 9|15(22[29|35[43|50|57|64]| 72| 79| 87| 94| 102| 109| 117| 125
24104 10| 16[23[30|37[45|52|60|68]| 75| 83| 91| 99| 107| 115] 123 | 131
2510 5] 10| 17(24[32]39[47|55{63|71]|79] 87| 96| 104 | 112 | 121 | 129| 138
26| 0| 5| 11| 18| 25[33|41|49|58| 66| 74|83 92| 100| 109 | 118 | 127| 135| 144
271 1| 5] 12119273543 [52]60| 69| 78| 87| 96| 105| 114 | 123 | 132 | 142 | 151
28| 1[5 12120 28[36|45|54|63|72|81]91] 100| 109| 119| 128 | 138 | 148 | 157
291 1|6 1321 [29[38[47|56|66| 7585|194 104| 114 | 124 | 134 | 144 | 154 | 164
30 1]6]13]122|30[40|49| 58| 68| 78| 88| 98| 108 | 119| 129 139| 150| 160 | 170
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Tab. S Kvantily U(nj, ny, 0,05) pre Mann-Whitneyov test pre nezavis-

1¢é vybery
n; n;
2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] oftoJi1] 12] 13] 14] 15] 16] 17] 18] 19] 20

4] -1 -]o

s - o] 1] 2

6] -] 1] 2]3]5s

7] -1 1] 3] 5] 6] 8

8] o] 2] 4] 6] 8]10[13

ol o] 2] 4] 7]10]12]15]17

10] o] 3] s 8[11]14[17]20]23

1] o] 3] 6] 9[13]16[19]23]26]30

12] 1] 4] 7[11]14]18[22]26[29][33] 37

13 1] 4] 8]12[16]20]24[28]33[37] 41| 45

14] 1] 5] 9[13]17]22[26]|31[36]40]| 45| 50[ 55

15] 1] 5]10[14[19]24[29]34[39]44]| 49| 54[ 59| 64

16] 1] e|11[15]21]26[31[37]42[47] 53] 59] e64] 70| 75

17] 2] 611 [17]22]28[34[39[45]51] 57] 63] 69| 75| 81| 87

18] 2] 7]12]18]24[30[36|42[48][55] 61| 67| 74] 80| 86| 93] 99

19] 2] 7]13]19]25]32[38]45[52[58] 65| 72| 78] 85| 92| 99[106] 113

20 2] 8]14]20[27]34[41]48]55[62] 69| 76| 83[ 90 98| 105]112[119] 127
21| 3] 8[15[22]29[36[43|50[58[65] 73] 80| 88| 96[103]111[119[126] 134
22| 3] 9]16]23[30]38]45[53|61[69] 77| 85| 93[101][109] 117 125]133] 141
23] 3] 9]17]24[32]40[48]56|64[73] 81| 89| 98[106] 115|123 ]132]140] 149
24| 3]10]17]25[33[42[50]59]67[76] 85| 94]102[111][120]129] 138 147] 156
25| 3]10]18[27]35]44[53]62]71[80] 89] 98] 107 117[126]135][145]154] 163
26| 4[11]19]28[3746[55]64|74[83] 93] 102]112[122]132] 141151 [161] 171
27| 4[11]20]29[38]48[57]67[77[87] 97| 107]117[127] 137147158 168] 178
28| 4f12]21]30[40[50[60]70[80 90 101|111 [122[132] 143|154 164[175] 186
29[ 4f13]22]32[42]52[62][73]83[94[105]116]127[ 138149160 [ 171[182] 193
30 5[13]23]33[43]54]65[76]87]98[109] 120 131]143]154] 166 177] 189 | 200
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Tab. 6 Kvantily Tw pre Wilcoxonov test pre zavislé vybery

n TW0,005 TW0,0I TW0,025 TW0,05

4 - - - -

5 - - - 0
6 - - 0 2
7 - 0 2 3
8 0 1 3 5
9 1 3 5 8
10 3 5 8 10
11 5 7 10 13
12 7 9 13 17
13 9 12 17 21
14 12 15 21 25
15 15 19 25 30
16 19 23 29 35
17 23 27 34 41
18 27 32 40 47
19 32 37 46 53
20 37 43 52 60
21 42 49 58 67
22 48 55 65 75
23 54 62 73 83
24 61 69 81 91
25 68 76 89 100
26 75 84 98 110
27 83 92 107 119
28 91 101 116 130
29 100 110 126 140
30 109 120 137 151
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Tab.7 Sibor PRIJIMACIE SKUSKY
1. fakulta
hodnotenie z prijimacej skusky hodnotenie hodnotenie
2. sem. 3. sem.
g,(;f(; ?l:::lda. mat. |fyzika | psych. mat.(upr) l::; mat.(upr) I::l.leer
1 G 250 | 22,0 1 1,0 1,3 1,5 1,5
2 p 140 | 12,0 3 2,0 2,1 2,0 2,5
3 U 1,5 1,0 2 3,5 3,0 4,0 3,5
4 G 21,0 25,5 2 3,0 2,3 3,0 2,5
5 P 4,0 0,0 3 3,5 3,0 4,0 3,5
6 P 16,0 20,0 3 3,5 3,0 3,0 3,0
7 P 6,0 10,0 3 4,0 3,0
8 P 15,0 26,0 3 3,0 2,9 2,5 3,0
9 U 2,5 4,5 3 4,0 3,0
10 P 11,5 11,0 2 2,0 2,1 2,0 2,5
11 OA 12,5 7,0 3 3,2 2,3 3,0 2,3
12 OA 8,5 7,0 3 3,0 2,0 3,5 2,5
13 G 22,0 15,0 1 2,0 2,1 2,5 2,0
14 U 3,0 5,5 3 3,0 2,6 2,5 2,0
15 P 2,5 9,0 3 4,0 3,0
16 OA 6,5 0,0 3 3,0 3,0 4,0 3,5
17 P 10,5 3,0 3 3,5 3,0 3,0 2,8
18 G 16,5 9,0 1 1,0 1,3 1,5 1,3
19 G 15,0 3,5 2 2,0 2,0 2,5 2,2
20 p 150 | 19,0 1 2,0 1,8 2,2 2,0
21 p 19,5 12,0 1 1,0 1,5 1,2 1,2
22 P 12,0 15,0 2 2,0 2,3 1,5 2,0
23 G 4,0 16,0 3 3,2 3,0 3,0 3,2
24 G 8,0 18,0 3 3,2 2,4 3,2 3,0
25 P 18,5 14,0 2 1,0 1,8 1,5 2,5
26 P 8,5 16,5 3 3,0 2,0 3,0 2,6
27 U 5,5 12,0 3 3,0 2,6 3,2 2,5
28 U 5,0 7,0 3 4,0 3,0
29 U 0,0 2,5 3 4,0 3,0
30 P 3,0 13,0 3 3,2 2,9 3,5 3,2
31 P 9,0 8,0 3 3,0 1,8 3,0 2,4
32 P 1,0 10,0 3 3,0 2,8 3,2 2,6
33 G 7,0 19,0 3 3,2 2,9 3,2 3,0
34 P 6,0 9,0 3 3,0 2,3 2,5 3,0
35 U 7,3 5,0 1 3,0 2,3 2,2 2,0
36 U 4,0 0,0 3 2,0 2,4 2,0 1,8
37 U 8,0 8,0 3 3,2 2,8 3,5 2,2
38 P 0,5 9,0 3 4,0 3,0
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Stubor PRIJIMACIE SKUSKY (pokra¢ovanie)
2. fakulta
hodnotenie z prijimacej skusky hodnotenie hodnotenie
2. sem. 3. sem.
gi(;{(; stred.Skola| mat. fyzika psych. mat.(upr) pn?e? mat.(upr) I::l.l;:
1 P 17,0 | 12,5 3 3,2 2,5 3,0 2,2
2 P 200 | 15,0 3 3,0 1,9 2,5 2,5
3 P 9,0 12,0 3 3,5 2,9 3,0 2,2
4 G 30,0 | 225 1 3,5 2,5 3,0 2,0
5 P 120 | 150 3 3,0 2,1 3.2 2,0
6 G 150 | 255 2 3,0 1,2 3,0 2,5
7 P 20,0 | 10,0 3 2,0 1,4 2,5 1,8
8 P 11,0 | 20,0 3 2,0 1,6 2,0 1,8
9 P 20,0 | 10,0 3 3,0 2,1 2,5 2,5
10 P 6,0 0,0 2 2,0 1,8 2,5 2,0
11 P 14,0 45 3 3,2 1,8 3,0 2.8
12 G 205 | 11,0 3 3,2 2,0 3,0 2.8
13 P 17,0 | 25,0 2 3,0 1,6 3.5 3,0
14 G 18,0 | 12,0 3 3,0 1,8 3,0 2.8
15 P 140 | 150 3 3,2 1,9 3,0 2,5
16 P 16,5 | 18,0 3 3,0 1,6 2,5 2,0
17 U 9,0 3,0 3 3,2 2,1 2,5 2,2
18 G 260 | 21,0 1 1,0 1,4 1,5 1,2
19 G 18,5 7,0 3 2,0 1,3 2,0 1,5
20 G 250 | 21,0 1 1,0 1,5 1,0 1,2
21 U 6,0 7,0 3 3,0 1,9 3,0 2,5
22 U 11,0 2,0 2 3,2 1,6 3,0 2,5
23 G 245 | 19,5 1 1,0 1,3 1,2 1,2
24 P 140 | 18,0 1 2,0 1,3 1,5 1,5
25 P 9,5 10,0 3 2,0 1,9 2,0 1,6
26 P 6,0 8.5 3 3,2 2,1 3,0 2,5
27 P 160 | 11,0 3 3,2 2,3 3,0 2.4
28 P 13,0 | 11,5 3 3,0 1,8 32 3,0
29 G 150 | 11,5 3 3,2 2,1 32 3,0
30 P 9,0 5,0 3 3,2 2,0 3,0 2.8
31 G 13,0 | 10,0 3 3,0 1,2 3,0 2.8
32 P 10,0 8,0 2 3,0 2,0 2,5 2,2
33 P 12,5 | 155 3 3,2 1,8 2,5 2,2
34 U 11,5 | 13,0 2 3,2 1,9 3,0 2,5
35 G 16,0 | 20,0 1 2,0 1,9 3,0 2.4
36 G 19,5 | 10,0 2 2,0 1,6 3,0 2.4
37 G 35 1,5 2 3,5 2,5 2,5 2,0
38 P 19,0 22,0 1 2,0 2,0 2,2 2,2
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pokracovanie
39 P 12,0 15,5 2 2,0 2,3 2,2 2,0
40 P 15,0 10,0 2 3,0 2.4 3,2 2,8
41 P 13,0 6,0 3 2,0 1,8 2,0 1,5
42 P 18,0 | 23,0 1 1,0 1,6 12 12
43 P 9,0 19,0 3 3,2 2.4 3,0 2,5
44 G 16,5 12,5 3 2,0 1,9 2,5 2,1
45 P 11,5 15,0 2 2,0 1,9 2,2 2,0
46 G 9,0 12,0 3 3,5 2,0 3,5 2,8
47 P 22,5 12,5 1 1,0 2,0 2,0 1,5
48 P 13,0 1,0 2 2,0 1,8 2,0 1,6
49 G 28,0 25,5 1 1,0 1,2 2,0 1,6
50 P 21,0 14,0 3 2,5 1,8 3,0 2,5
LEGENDA

G - gymnazium, P - strednd odborna Skola, U - stredné odborné ucilisko
mat. - po¢et bodov z prijimacej skusky z matematiky

fyzika - pocet bodov z prijimacej skusky z fyziky
psych. - hodnotenie z psychotestov
mat.(upr) - hodnotenie z matematiky v zavislosti od poctu opravnych ter-

minov

priemer - priemernd znamka zo vSetkych skisok v danom semestri
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Tab.8 Subor AUTOBAZAR

Predajna 1 Predajia 2 Predajna 3
Por. ¢islo Cena vek Cena vek Cena vek

1 1299 5 153 3 159 4
2 179,9 4 159 3 115 5
3 225 2 179 4 159.,5 3
4 299.,9 1 179 3 166 4
5 215 2 188 1 199 4
6 168 4 183 2 1549 4
7 176 3 187 1 139 5
8 196,5 3 149 5 179 4
9 189 4 179 2 129 4
10 149 5 180 3 125 4
11 200 3 159 4 135 4
12 159 3 129 5 145 4
13 155 3 179 3 159 4
14 1499 3 149 5 155 4
15 1749 3 143 3 149 3
16 220 4 145 4 175 3
17 168 3 139 5 169 3
18 195 2 144 4 189 3
19 159 3 139 5 155 3
20 183,5 3 229 5 185 3
21 149 5 137,7 4 159 3
22 159 2 149 2 169 3
23 180 4 130 5 185 2
24 125 5 178 3 189 2
25 149 4 149 5 135 5
26 174,5 3 150 5 105 5
27 196 3 137 5 129 5
28 119 5 105 6 125 5
29 75 4 166 4 125 5
30 148 4 157 4 155 5
31 136 5 288,6 1 109 5
32 135 4 164 5 125 5
33 179 2 159 4 129 5
34 158 4 149 5 125 5
35 134 5 119 5
36 190 4 125 5

V tabulkach st uvadzané udaje o veku (v rokoch) a cenach (v tisicoch kortn)
ojazdenych osobnych aut SKODA FELICIA z troch predajni.
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VYSLEDKY PRIKLADOV NA PRECVICENIE

1. ZAKLADNE POJMY

1.6 Triedenie a histogram podl'a zadanych hranic

Sfyzika Cetnost Histogram

5 9

10 12 1z

15 8

20 6 gm0y

25 1 T s H H H

30 2 0 t t t +—— 1 t
Dalsi 0 S 10 15 20 25 30 Dalsi

fyzika

1.7 Triedenie do troch tried a histogram

psych. Cetnost Histogram
1 6
2 6
| £ 2] 1
Dalsi 0 E 10 +
“ o0 i1y .
1 2 3 Dl
psych.
1.8 Kontingen¢na tabulka
2. fak.triedenie v % stred.§kola
psych. G P U Celkovy stcet
1 12,00% 8,00% 0,00% 20,00%
2 6,00% 14,00% 4,00% 24,00%
3 14,00% 38,00% 4,00% 56,00%
Celkovy stéet 32,00% 60,00% 8,00% 100,00%
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1.9 Kontingenc¢na tabulka

1. fak. triedenie stred.§kola
psych. G OA U Celkovy stcet
1 3 2 1 6
2 2 1 6
3 3 3 13 7 26
Celkovy sucet 8 3 18 9 38
1.10 a) Kontingenc¢na tabul’ka
Priemer z mat. stred.§kola
psych. G OA P U Celkovy sucet
1 21,17 17,25 7,30 17,55
2 18,00 14,00 1,50 13,25
3 6,33 9,17 7,38 4,00 6,56
Celkovy stiéet 14,81 9,17 9,58 4,09 9,35
1.11 a) Kontingencna tabul’ka
Priemer z fyzika stred.Skola
psych. G OA P U Celkovy stcet
1 15,33 15,50 5,00 13,67
2 14,50 13,33 1,00 11,67
3 17,67 4,67 11,19 5,64 9,69
Celkovy stiéet 16,00 4,67 12,03 5,06 10,63

1.12 a) Vypocet

parametrov pouzitim Popisnej Statistiky a pouzitim Stat. funkcii

mat.1. fakulta

stat. funkcie

Stf. hodnota

Median

Modus

Smeér. odchylka
Rozptyl vybéru
Spicatost
Sikmost

Rozdil max-min
Minimum
Maximum
Soucet

Pocet

Chyba stf. hodnoty

9,35
1,07
8
4
6,58
43,24
-0,48
0,62
25
0
25
355,3
38

9,35

8
4
6,49
42,10
-0,48
0,62
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2. PRAVDEPODOBNOST

2.11
2.12
2.13

2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

2.19
2.20

2.21

2.22

2.23

3. NAHODNA PREMENNA

Na dvoch sucet 9 ( p =4/7), na troch sacet 10 ( p =24/37).

p=0,175

Pravdepodobnost’ nahodného zostavenia slova RAKETA je 0,0027,
preto diet’a vie ¢itat’ s pravdepodobnostou p =1-0,0027 =0,9973 .

S pravdepodobnostou p = 0,625 bola na matematike.

p=0]1

P,, =025, P,y =0,21875

» =0,12066
a) 0,0000219

b) 0,0085 ¢) 0,0154
P(S)= P[4~ B)u(C A D)]=0,965

p =0,585
P=1—P0,n=1—(

p=2/3

Vyhrat’ aspofi na jednom lose p=1-F, =1-

0

n)po -q" , odtial’ n Zin—_

3.17 E(X)=25, D(X)=2,08, o(X)=144.

3.18

body

-8

-1

6

20

Pi

0,0016

0,0256

0,1536

0,4096

0,4096

E(X)=14,4, D(X)=31,36, o(X)=56.



226 Statistika s Excelom

3.19 pocet 0 1 2 3 4 5
pi 0,3277 10,4096 | 0,2048 | 0,0512 | 0,0064 | 0,0003

E(X)=1 D(X)=08 P(X=0)=03277 .

320 ¢=025; E(X)=1; D(X)=1/3; Pl<X<3)=05.
3.21 Pravdepodobnost, ze uchadzac urobi test je p =0,72675.

Rozdelenie Bi(0,72675; 300) aproximujeme N(218,025; 59,57).

P(X =200)=0,003382; P(200< X <300)=0,99.
3.22 Rozdelenie Bi(0,05; 400) aproximujeme N(22; 19). P(19< X <21)=0,1815.
3.23 Rozdelenie Bi(0,002; 3000) aproximujeme Po(6). P(X =4)=0,428.
3.24 a) P(X =20)=0,04836 b) P(10< X <30)=0,8465.
3.25 P(360< X <500)=0,165.

4. VYBEROVE SKUMANIE
45 a) x=1512; 0=588; o> =34,56
b) x=13; 0=6,62; o> =43,89
4.6 a) 90% intervaly spol'ahlivosti pre priemer
(13,73:16,51), (0:16,2), (14,04;0)
90% intervaly spol’ahlivosti pre rozptyl
(25,52:49,90), (0;45,2), (27,29;0)
b) 90% intervaly spol'ahlivosti pre priemer
(11,43;14,57), (0;14,27), (11,78;0)
90% intervaly spolahlivosti pre rozptyl
(32,42;63,38), (0;58,41), (34,66;)

4.7 90% interval spol'ahlivosti pre podiel (0,07;0,22)
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5. TESTOVANIE STATISTICKYCH HYPOTEZ

5.10 a) x=12¢ (8,74;12,52) = s tvrdenim mdZeme na zvolenej hladine vyznam-

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

nosti sthlasit’

b) x=12¢ (1 1,43;14,57) = s tvrdenim mdéZeme na zvolenej hladine vyznam-
nosti sthlasit’

(45 € 32,42;63,38) = s tvrdenim mézeme na zvolenej hladine vyznamnosti

suhlasit’

z=-1,027; z,,(2)=-1,64, ze(-1,641,64) = s tvrdenim mdZeme na zvo-

lenej hladine vyznamnosti sthlasit’

Hy: Vstupna troven studentov z fyziky je na oboch fakultach porovnatelna.

H,: Vstupna urovei Studentov z fyziky je lep$ia na 2. fakulte.

p(1) =0,052 (pouzity je dvojvyberovy z-test na stredni hodnotu)

p(1) = 0,053 (pouzity je dvojvyberovy t-test)

H, zamietame na kazdej hladine vyznamnosti a > p(1).

Zoar = -1,185, zp (2)= -2,576 = s tvrdenim moéZeme na zvolenej hladine

vyznamnosti suhlasit’

pouzijeme dvojvyberovy parovy t-test

toar = -4,48, ti(2)= 2,01 = zamietame hypotézu o porovnatelnych vysled

koch v 2. a 3. semestri

6. VYSETROVANIE NORMALITY ROZDELENIA

6.5 H,: Cenaautv 1. predajni znak ma normalne rozdelenie.

H,: Cena autv 1. predajni nema normalne rozdelenie.
D=0,26311; Y=-3,79719

a) kvantily -4,09; 1,05, pre 0=0,01 H,nezamietame.

b) kvantily -2,85; 0,917, pre 0=0,05 H , zamietame.

6.6 D=0,390;, Y=21,79
H, zamietame na vSetkych beznych hladinach vyznamnosti.

6.7 pouzijeme x> — test dobrej zhody, akceptujeme vytvorené triedy, zIugime
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triedy s malou pocetnost'ou
a) H,: Ziskané body z mat. na 1. fak. maju normalne rozdelenie.
H,: Ziskané body z mat.na 1. fak. nemaji normalne rozdelenie.
X2 =1,7164, Xz( 0,05;2)=5,9915. Xz < Xz( 0,05;2), nezamietame nulovu
hypotézu.
b) %*=0,3553, ¥°( 0,05;2)=5,9915. y*< %*( 0,05;2), nezamietame nulova
hypotézu.
6.8 Pouzijeme y* — test dobrej zhody, akceptujeme vytvorené triedy, zlu¢ime
triedy s malou pocetnostou.
H,: Ziskané body z mat. na oboch fakultach maji normalne rozdelenie.
H,: Ziskané body z mat. na oboch fakultach nemaji normalne rozdelenie.
v'=2,1588, ¥*( 0,05;7)=14,067. %*<x*( 0,05;2), nezamietame nulovu hy-

potézu.

7. NEPARAMETRICKE TESTY
7.5 Ho: pg=py, Hi: g # uy,
u=21, Upos(89)=15, u>U,, = H, prijimame
7.6 Ho: p, =py, Hi: p, <y,
tw=13, Ty(0,05;9)=8, ¢, >T, = H, prijimame
Hy: Vsetky priemery sa rovnaju.
H,: Aspon dva priemery sa nerovnaju.

k= 5,18 (Kruskalova-Wallisova testovacia Statistika),
72(0,99;2)=9,21, k> y* = H, zamictame
H,): Konzervacny pripravok nema vplyv na trvanlivost’ vyrobku.

H;: Konzervacny pripravok ma vplyv na trvanlivost’ vyrobku.
q = 3,38 (Friedmanova testovacia Statistika), ;(2 (0,9;2) =4,61

q>y° = H, zamietame
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8. SKUMANIE ZAVISLOSTI DVOCH KVANTITATIVNYCH ZNAKOV

8.4 a) korelacna matica

mat. fyzika
mat. 1
fyzika  0,568553 1
, . , ik
Zavislost ¢ Pk
30,0 Linearni
S 20,0 (fyzika)
= - = = .Polynomicky
> 10,0 (fyzika)
0,0
0,0 10,0 20,0 30,0
mate matika y=0,0082¢ +0,4111x+
y= 0,52964x +5,0551 5,7235
R?=0,3233 R?=0,326

r=10,5686, > = 0,3233 , rovnica regresnej priamky y = 0,5964x+5,0551
¥(15)=14 bodov, y(21)=17,58 bodov.
b) r=0,5640, =0,3181, rovnica regresnej priamky y = 0,6356x+3,3897
¥(15) = 12,92 bodov, y(21) =16,74 bodov.
¢) *=0,7203 , rovnica regresnej priamky y = 0,5142x+0,9889
¥(3,2) = 2,63 —priemerna znamka, y(2) = 2,01- priemerna znamka
d) # = 0,2979 , rovnica regresnej priamky y = 0,2624x+1,1775
¥(3,2) = 2,12 —priemerna znamka, y(2) = 1,80- priemerna znamka
8.5 a) r=20,5686, #* = 0,3233, rovnica regresnej priamky y = 0,5964x+5,0551,
p -hodnota pre celkovy F- test je p = 0,000196 = linearny model je
Statisticky vyznamny, t.j. znaky st linearne zavislé,

1,735<B(<8,375; 0,305<B,<0,888

Regresni statistika
INasobné R 0,5686
Hodnota spolehlivosti R 0,3233
INastavena hodnota spolehlivosti R| 0,3045
Chyba stf. hodnoty 5,7526
Pozorovani 38
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IANOVA
Rozdil SS MS F Vyznamnost F

Regrese 1 569,04 569,04 17,20 | 0,000196008
Rezidua 36 1191,31 33,09

Celkem 37 1760,34

Chyba str. Hodnota
Koeficienty | hodnoty t stat P Dolni 95% | Horni 95%
Hranice 5,055 1,64 3,0883 | 0,00386 1,735 8,375
mat. 0,596 0,14 4,1468 | 0,00020 0,305 0,888

b) »=0,5640,  =0,3181, rovnica regresnej priamky y = 0,6356x+3,3897

p — hodnota pre celkovy F — test je 1,99.E — 05, t.j. na vSetkych beznych

hladinach vyznamnosti je linedrny model Statisticky vyznamny.

- 0,986<B(<7,765; 0,366<B;<0,906.

9. SKUMANIE ZAVISLOSTI DVOCH KVALITATIVNYCH ZNAKOV

9.6 pouZijeme y* — test zavislosti

empirické pocetnosti
psychotesty celkom
stredna skola 1 2 3
G 9 5 10 24
OA+P+U 7 13 44 64
celkom 16 18 54 88
teoretické pocetnosti
psychotesty
stredna skola 1 2 3 celkom
G 4,363636 | 4,909091 | 14,72727 24
OA+P+U 11,63636 | 13,09091 | 39,27273 64
celkom 16 18 54 88

p- hodnota * - test zavislosti je 0,01190, na hladine vyznamnosti

o = 0,05 zamietame nulovu hypotézu o nezavislosti znakov.
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9.7

9.8 a)

b)

uspesnost’

stred.sSkola Neupel Spravil celkom
G 5 19 24
OA+P+U 35 29 64

celkom 40 48 88

uspesnost’
Neuspel Spravil celkom

G 10,91 13,09 24
OA+P+U 29,09 34,91 64
celkom 40 48 88

neparametrickl alternativu).

p - hodnota y” - test zavislosti je 0,0045, na hladine vyznamnosti

o = 0,05 zamietame nulovu hypotézu o nezavislosti znakov.

je pocet spravnych oznaceni v skupine n pacientov.

Pouzijeme test o zhode podielu s konstantou. Hy : # =0,5; H;: 7> 0,5.

Je to kvantitativny znak, u jedného pacienta zistime hladinu cholesterolu
pred liecbou a po istom obdobi pouzivania lieku. Na vyberovy subor pou-

Zijeme parovy t-test na testovanie zhody strednych hodnét (alebo jeho

Bolest’ hlavy sa neda kvantitativne odmerat’, je to kvalitativny znak. Pa-
cientovi dame isty Cas striedavo uzivat’ placebo a skutocny liek, pacient

nevie, o je liek. Pacient ma potom oznaéit, ¢o bol liek. Statisticky znak

¢) Vjednom vyberovom subore buda chori, ale neockovani pacienti,

priebehu chripky od ockovania.

v druhom tiez chori, ale o¢kovani pacienti. Sledujeme priebeh chripky

(Pahky, tazky) u oboch skupin. Testujeme pomocou x’- testu zavislost
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